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’ SESSION DU 27 AVRIL 1939 
A BRUXELLES 


Première: Section 


—- 


Scienees, Mathématiques _ 


Présidence de M. le Baron: de [a Vallée Poussin, 
© M. le Vte R. d’Adhémar présente la suite du mémoire intitulé : Théorie du mouvement 
gyroscopique des projectiles. Les équations de Mayevski: Les divers amortissements. 


le Chan. A. Rome présente une note sur Le problème de l'équation du temps chez 
Ptolémée. 


M. J. M. Oudin (Frère Namase Marie) présente un mémoire sur La détermination de 
la date de Pâques. . 


_ M. R. Germay présente une note sur L’équation de Hesse généralisée. 


M. F. Simonart, préseute- une. note intitulée ; Enveloppes. et. congruences associées à 
une cour be. 


M. J. Kampé de Fériet présente un mémoire sur Les uns aléatoires slationnaires 
et la théorie statistique de la turbulence homogène. at 


: Le bureau en fonction est-réélu pour’ l'exercice 1939-1940, 


LIX, 1 9 


ENVELOPPES ET CONGRUENCES ASSOCIÉES A UNE COURBE 
Note; de, M. Fernand SIMONART 4j * 


{A 


(ES: 7 
LITTLE 


En cherchant à appliquer la méthode du trièdre mobile à l’étude d'une 
courbe gauche (I), Darboux a été amené-à Considérer les développables 
principales associées à la courbe (Cf). Nous nous proposons de faire 
l'extension de cette méthode à l'étude de l'enveloppe d’une surface 
quelconque entraînée dans le mouvement du trièdre principal d’une 
courbe (I) intrinsèquement définie, ainsi qu’à la congruence de courbes. 
engendrée par la caractéristique d’une surface dont la définition, a partir 
de ce triédre, comporte un paramètre arbitraire. Nous limitant aux cas les. 
plus simples, les formules générales ont été appliquées aux, développables 
enveloppes de plans contenant les directions principales. ainsi. qu’aux 
congruences , rectilignes des caractéristiques. Ces. applications , soulèvent. 
des problèmes précis sur la recherche de développables associées à la 
courbe (I), entre autres le suivant, résolu récemment par M. De Neve (!): 
mener par (I). une développable inclinée d’un angle constant sur le pan 
osculateur. 


1. Soit (F) une courbe rectifiable non isotrope et non rectiligne, intrin- 
séquement définie par sés rayons de courbure et de torsion *''" ° 


nt RL TT) … (R, T #0) 


en fonction de l’arc s. | “tf 

Les composantes suivant les UE RORRESS MT, MP, MB, de + 
vitesse absolue d’un point (X, Y, 2) situé à distance finie et rapporté au 
trièdre principal (M, XYZ) de (1), tandis que M décrit uniformément (1) 
à la vitesse l’unité, ont pour Hé 


=À ee. À 


2. La caractéristique d’une surface invariable 
(S) F(X, Y,2)=0, 
nner eee RT 


(1) Dr. M. De Neve, Over zekere ontwikkelbare oppervlakken door een ruimtekromme,,. 
Christiaan Huyghens Mathematisch Tijdschr ift, 17% jaargang, 1938-1939, p. 136. 
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POLY, D=0, CR 


HP A0SERIOEDE 1e TMs habs J ah ANAVOE 5 


4 où Yon ‘a posé ip: | ‘eon’ 
00, Y, (a De, +(R+ Ae, et hee ae 


De mème, Varéte de rebroussement de Heaxelopps (E) de (S), stidéfinie | 
par les équations 


ae di en a à | AT Mi Mert ©) 
Oe ee ar iris aa SUR 
3 Re ema Ar bets) « ace 
i “eel De ren REA ar 0, US i 
10 a De ee Lo Aer ie la RÉ a rts i vecteur V. a) 


, 
C2. 711 TANT me <4 


Anan Plus sr ste ‘eonsidérons une surface Su) rapportée. aux 


-axes mobiles et d’équation :. wins 150% 
(Su) BP STRGLOE) SIT) Fea F(X, Ÿ, ps ‘Wye ft 0; } | ! dis / 
ig w désignant un paramètre réel, de sorte que (S,, )appartienti à une e famille | 

à deux paramètres setw. | Ra oF iv, pies Aen ee 
La donnée d’une fonction’ ons ces nt: 
qu = w(s), ENS 


| compatible avec les paramètres pennies de (Sy), range (S,,) dans une 
famille-au seul paramètre . s. La caractéristique de (Sy), d’équations 


ce ho, eta Ce rr) Fe Fut w=—0, 


a Ge MERE 


porte les points focaux vérifiant ee 


Bj) F=0, o=0, “Wa=t(t — +) — (0 + Mw!) =0. 


’ Ceux de ces points focaux dont la position sur (S,,) est indépendante du 
s choix de la fonction w(s), ou les points caractéristiques généraux de (Si), 
sont les solutions du système of ii 


cae FeO, (1) =0, F0 


Leur lieu est ’enveloppe générale (&) des surfaces (Sy). 


Din 7, w) =0, = 
si 2 se wat ioe, Cas Ms Le 15 
Li Les foyers de (Ci,) sobtiennent en adjoignant aux pi t 

HS | | ER: 


aa ps ~ 9-0 = (8 ' # a. No: 
4 : iy 2” } cai vas 7 
— ; : ws Vies ah ae 0 
Fils (8) + im =0.. , «aes 

a Les dite at) e long desquelles s nas varie et les paints caract 
tiques généraux (8) engendrent la surface focale de la congruence des — 
caractéristiques (C,,). L’enveloppe se: (8) des surfaces (Sw) fait 
“pa de la surface focale. 


5. L'application de la méthode à la recherche des rh 
principales d’une courbe (F) et de leurs arêtes donne immédiatement, 
pour le plan osculateur Z =G, la caractéristique Z=0, Y=0 et son © 

point focal X =U; pour le plan normal X —0, la droite polaire Y =R et 
son point focal 


A ——TR'; L 
pour le plan rectifiant Y —0, la droite rectifiante 
| Let 
R a 
et son point focal , 
X= Ras PE" 
~ RaT — TdR 
En écrivant cette derniére relation sous la forme 
i Pa Te 
“ gites eye OS ore NS 
on en déduit par intégration | 
6 sin cs : ds so) chiot . 4 
Sab au rs 2 Os de wD mou ool ARE | 
RUE ML Re ju: in | 
et, dans le cas; X = 2 (a =cte), se 
R = | Sa Ge Wa ti 
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De même, la cote Z du point focal vérifie l'égalité 


se Re ge ao Re 


de la 


Ainsi, le point caractéristique de Ja droite rectifiante ne peut élre fixe que 
sia=0 et b =0; cette droite engendre alors un cylindre contenant 
_ Phélice (1). 

La développable polaire est un cône pour les seules courbes sphériques ; 
son aréte coincide avec le lieu du centre de courbure de (I) pour les 
seules courbes (I) à courbure constante, La vérification de ces propriétés 
classiques se fait le plus simplement par les formules précédentes. 

Nous éxaminerons dans la suite des cas plus généraux et tout spéciale- 
ment celui des développables enveloppes de plans passant par les arêtes 
du trièdre principal. 


6. Considérons un plan (7) constamment tangent à une courbe gauche 
(F) et incliné d’un angle fixe w sur le plan osculateur, plan défini par 
équation 
(r) Z=Ytgw. 

Sa caractéristique (g) s’obtient en adjoignant à la précédente |’équation 
X Z T 
(tap) ew tap =O, 
laquelle s’écrit encore 
(g) kt Yeotw +2=0. 
Le point caractéristique de (g) est alors déterminé par équation 


(1 —retlrt cot w — —X(q) <0. 


Des deux premiéres équations on tire 


T i — — + Xsintw 
Y=—-3p Xsin2u, Z R , 


et de la troisième, itennt añinèy lot Yom sb 1 
4 Me ia aia aa | IE 4 
@ gr ae) Tape sine op cot. 


En faisant w = 0 et w = . » on retrouve les éléments de la dévelop- 


pable des tangentes et de la développable rectifiante (n° 5). 
La développable enveloppe des plans (r) est un cylindre si l’on a 


w(K) - ga sin Qu + cot w= 0. (4) 


Dans le cas particulier w = LÉ la condition précédente se réduit à 


es) ene 


et (T) est une hélice inclinée sur la droite rectifiante d'un angle 8 défini 
par 
T 
Oasis 
tg R ” 
La propriété pour (I) d’être une hélice est propre au cylindre rectifiant. 
L’inclinaison 9 de la génératrice (g).sur (I) est donnée en effet, dans le 
cas général, par | 


roa à 
6 VERS: 

'g KR 
L’angle 8 est constant en même temps que w sous la condition (2), donc, 
_ en vertu de (1), pour la seule valeur 


sin w. 


T 


On observe que deux des conditions (4), (2), (3) entrainent la troisième, 
ce qui établit une relation entre le-cas où l’enveloppe des plans (7) est un 
cylindre, celui où (©) est trajectoire sous un angle constant des caracté- 


ristiques des plans (x) et celui où (11) est constamment confondu avec le 
plan rectifiant. 


7. On a écarté plus haut le cas d’une courbe plane (1), pour laquelle 


T = (,. S'il en est ainsi, la caractéristique (g) d'un plan (7), située dans 
le plan normal \ 


\ 


enveloppe une développée de (F). Son point focal appartient a la droite 
polaire 


LIEN 


me ni us te rmmclifeentttt 


AE 


Les arêtes (A,,) sont des hélices sur le cylindre polaire de (F).; chacune 
d’elles'se réduit à un point fixe pour les seules courbes planes (F) à cour- 


_ bure constante et donc circulaires. 


! La congruence rectiligne des génératrices(g) est normale à une famiile 20! 
de surfaces canal, se réduisant à des tores de révolution si (I) est un cercle. 


8. Revenons au cas général d’une courbe gauche (1). Lorsque w varie, 
la caractéristique (g) du plan (r) engendre une congruence. Son foyer M 
décrit, quand s seul varie, la courbe focale (©) enveloppe générale des 
plans (n), tandis que son second foyer M, parcourt l’arête (A) de la déve- 
loppable (=) enveloppe des plans (7). En même temps que w varie, (A) 
balaye la seconde variété focale (S,) ; les cônes de la congruence ayant 
leurs sommets sur (I) sont circonserits à (S,) le long de courbes (C) con- 
juguées aux arêtes (A). 

Pour que l’arête (A) se réduise à un point fixe (X, Y, Z), il faut et il suffit 
que la vitesse de ce point soit nulle ou que l’on ait 


Y ring oe ey) eee 
opel ap me ye 


Ce systéme linéaire, de rang 2, (+ Fa 0) » est compatible sous la con- 


ition unique 


, ; LM — () 
i 

exprimant que (I) est une courbe plane, et la solution générale est donnée 
ae ; | 
X=0;, YŸSR ,; L=0, 
a étant une constante arbitraire. Ainsi, le point aréte (A) est fixe en même 
temps que R et (I) est circulaire. I | 

Ce cas particulier extrême étant écarté, le lieu de (g) quand w seul varie 
s’obtient en éliminant w entre les équations de (g), ce qui donne 


: ee 
PAL TRE: 


soit un cône de sommet le point M, tangent au plan osculateur 1 =Ù et 
pour lequel le plan rectifiant Y —( est un plan de symétrie. Ce cône est 
invariable dans le seul cas où ([) est une hélice sur le cylindre rectifiant. 
On en déduit immédiatement la solution du problème de M. De Neve (’). 

La congruence est normale dans le seul cas signalé au n° 7. Les plans 
focaux contenant la droite rectifiante sont rectangulaires ; ils sont confon- 
dus avecile plan osculateur à (1), ainsi que les foyers avec le point M, sur 


1) Loc. cit. 
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les seules génératrices tangentes à (I). Sur la nappe focale (S,), la courbe 


focale (©) est une ligne de foyers doubles et asymptotique smgulière. — be 


9. Supposons, à présent, l'angle d’inclinaison du plan (m) sur le plan 
- osculateur, aint ied 24: * 
pére 
défini en fonction de l’abscisse curviligne s du point M. Jl revient à substi- 
tuer à (g) l'équation — à 


Ruu+i(r- se ME feu 0 


et aux deux équations de la caractéristique, le système 


Sj BS Mt LL 
~~ R(4—Tw) P R(i—Tw’) 


L’inclinaison 8 de la caractéristique (g) sur (1) est donnée par 


WY Pe T 
Xk hit ee 


Z=— sin?w . 


ge = 


re’ T 8 
Ona 6 = g Sous la condition 


* ds 
w=. { a. (4) 
auquel cas (g) enveloppe une développée de (I). 
La génératrice (g) se projette sur la droite rectifiante dès que 
1 uw! 


T cos’ w =; 


donc pour les angles w tels que 


w =w, + arctg [+ 


Elle fait avec cette droite un angle  défini par 

Y _ Teotw 
VE VRPT 
et avec (©) un angle 6 tel que 


tgp = 


t 
ae i R sin w | 
L’angle 8 est constant pour les seules courbes planes (7), sauf la valeur 


. or T 4 
particuliére w = g pour laquelle (g) coincide avec la droite rectifiante. 


ee 
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Dans les deux cas ona | 
> . tg p =cotw. 


Ainsi, se trouve résolu le probléme suivant : par une courbe donnée (fT) 
mener ne développable telle que sa génératrice ait constamment pour 
projection sur le plan rectifiant de (©) la droite rectifiante. La développable 


est l’enveloppe des plans tangents à (©) et inclinés sur le plan osculateur 


d’un angle (w) défini par (4). Le problème admet une? de solutions 


_ dépendant de la constante initiale w,. Deux telles développables font entre 
C4 elles le long de (F) un angle constant. Inversement. tout plan tangent à (7) 
… etinchné d’un angle constant sur une développable de la nature considérée 


enveloppe une développable de même nature. 


10. Considérons encore un plan (x) 


(nr) Y=Xtew 
» “mené par la binormale et incliné d’un angle fixe w sur le plan rectifiant. 
L’équation | 
Y Se, 2 
(nue (Rp) =2 
ou 
(9) FX + Vtgw) + Z—Ttgw =0, 


détermine la caractéristique pour s variable et 


(A) (1—f) Rt (RTE) Re —p— OF Vtg a) (p) + Tu —0 
son point focal. 

En faisant w — 0 et w aah on retrouve les éléments de la développable 
rectifiante et de la développable polaire de (I). 

Le second foyer M, de (g) a pour abscisse 

X=0? 
I] appartient à la binormale et a pour cote 
i= h EU. (5) 


Lorsque s et w varient indépendamment, ce foyer décrit l'enveloppe 
générale des plans (1), soit la réglée gauche (£,) engendrée par la binor- 
tale MZ à (©). Observons que (5) n’est autre que la formule de Chasles 
pour MZ : M est le point central et T le paramètre de distribution. La 
courbe (I) est ligne de striction et géodésique sur la nappe focale (E,). 


+), 


» OOD RELA Sri RG 
_soit celle d’un h: perboloide do 
au plan. osculateur sont circulairés. il reste identique | ee 
seules hélices circulaires R = cte, T = etes. à à (es qt sus" F4 
at Ainsi se trouve résolu le problème suivant : ‘une courbe (F) étan 
donnée, construire la développable enveloppe d’un plan (n) cont ; 
binormale a (F) et incliné d’un angle fixe w sur le plan rectifiant. La 
earactéristique du plan eae est la: or — de PS le 


(J) situé dans le plan (mn). one ete | i not aqqals 


Frs. | On peut encore se proposer des ee semblables 4 ceux rencontrés 
An dans le paragraphe précédent, mais nous ne nous y arréterons pas. 


fay 


11. Abordons le dernier problème, o ou a recherche de Penveloppe d’un 
plan mené par la normale principale et incliné d’un ee w sur le plan 
osculateur, plan d’équation | 


RO — Fe Syrie 
et dont la caractéristique est + par “a in 
| | DURE a 


Un premier foyer de (g) est donné par | sense st aginst 
R : xX % ; | 
(Be teu) (+) (Ne mgw 0.) 
C’est, sur l’axe de courbure (w = 5) de D, le centre de la sphère oscu- 


latrice et, sur la tangente (w = 0), le point de contact M. = 
Le second foyer de (g) appartient a la normale principale et a | pour | 
ordonnée | 
Ve AT ; | | US 
tg w — bss 
Si (F) est une courbe plane, et seulement dans ce cas, tous les foyers , 
portés par MP sont confondus avec le centre de courbure et la variété 
focale correspondante est la développée de (I). 
Le lieu des seconds foyers est la réglée gauche no LE (par la 
normale principale ou l'enveloppe générale des plans (x). Tandis que w 


seul varie, la caractéristique (g) balaye un paraboloïde mr an 
reste identique à lui-même pour les seules hélices circulaires (Trad 


“eek oh avilanps's ab noite plait «ed smmos 23 sols 210204 


ee 


hm Oe, aes Bia re eet 


‘ Les fonetions X, sont de la forme 


(2) = 8 + agm+ -. = ae Sa, 0 ANIME 1) 


4 


\ 


# _Les fetires @,,, --- Ain À désignent des constantes numériques. 

_. Nous nous proposons d'intégrer l’équation aux dérivées partielles du 

_ premier ordre à n + 4 variables indépendantes x, 4, -…, y ah : 
| du du . ROUES 

| 1 GB) “iF (Y, = WY n 42) EVA a TT Ce oa YnYn +2) dy, Yn 41 a Wat ° 
( dE th) 

4 Les RE Y, sont de la forme ; 

D. ® k _ OM: yn of aye (x) Yo +. es Line) Yn + ae ‘ ant 

Le (¢=4, 2, ...,n +9). 


- Elles sont. linéaires par rapport aux variables indépendantes y,, Yo, +++, y, 
1 et à l’inconnue  ; les coefficients a, ,, .… a,,,, sont des fonctions de x. 
_ L’équation (3) généralise celle de Hesse. ee 


§ 2. D’aprés un théoréme de Jacobi, l'intégration de l'équation (3) se 


1 e à celle de l’équation à n + 2 variables indépendantes x,y,,.….,y,,w 
5 

ia oV : ov ov 
5) Xu =+EAY, = Yr, 40) dy, Has ide 30 Yn\n42) dy, a DR Le UY, 42) wu 


et à la résolution, par le théorème des fonctions implicites, de l’équation 
(6) V (a, Yrs Yor 2e Yn» u) = 0 
Le système différentiel associé à |’équation aux dérivées partielles (5) est 


dx CAT dy, a du 


ele mal es are RET Hern Rene iG 


1 Sat equation de Hesse écrit 8s, bese Nr sql : 


0, 


Peel à) LI ad, mél 
x irons des fr nules (9) : 


ne 7 is i ‘" 
FL due 


"HACK ONE PAL ev ORy: 
ome fd El 


- A $ so TS 


‘aha 


ie n+2 n +2 = 
es (1) “ASE 
Dre 4 dns OMS dZ,, 2 a Lau, MOT Beh 
PR ae no ee ee n+2 x i's ae 
; 7 An +2 dx Zn+2 dx : Zn + + ah) 25 ; i. > (à 


Dek fois (M1) elles-mémes se mettent eat ON sous la forme 
dz, | 
(42) PA + the LE. fe: (Hs ay NE) À (i=s4,9, — M 


Choisissons z,,, de manière que, sans être identiquement nulle, cutie 
a fonction vérifie l'équation 


dz, 
ie FE ee Pere ets =0. 


Les équations (12) se réduisent aux suivantes : 
dz, 
(14) ie eee Oy (¢ == A, aes, n,n +1). 
Mais, par les formules (4) et (9), nous pouvons écrire 
Vie = (4.41 + Gao + ee + Onn + Ginger 4 + Ginr2) noe 


(15) | = 4,427, + a, 9% Le TF inzn À Finan HT intrants > 
(¢=4, .yn,n+1,n+9). 


pi) OE, | ee AAA ae 
Li de ue hae Fate) 2+ vs aa kn 
af DS =f ei 2). 


ra a 


‘Re y x 
4, 


sai Les s(n + 2) fonctions de Riemann associées au a système dire ; 


- plc 4 du 

; A7) al eut dr fe) 2 + + _ ma) 2 7 aie 

Fits (k =4,% 00, ME LMF, \ 

5 sont les séries entières en À | vives'e © 

- (48) LICE = She ean ya's = ah dita | ee 
(3 —1, 2, . .,.n +9). | 


Elles convergent pour toutes, les valeurs de x: leurs. coeliients s se 
ealculent de proche en proche par les formules récurrentes 


(US £) = fe re a a; ,(t) Pig, EY + we mat Inr2als + 2) (al 


LA LU LA ° . LA 


9)4 - Ly 
A j SS E)= Fe ba; n sth 2) he ‘+4 An +21) ARE aa, 
| moyennant les: valeurs: initiales 
7% 


4 k (Oe (0) es (0): FES 
; , 91,1 4, i,3° = I. ate =O, 
4 (0) ©) (0) a? 
2 = 0, pata AE eR: HENS n+2= 1... 


Les fonctions de Riemann associées au système (16) s’obtiennent en 
faisant À — 1 dans les: égalités (48). Posons alors 


H ja (x, x Aig i a (2) G; ,@, 234) mr + Han Giga %E5M) dE 


/ 
A . 3 . . . . . . ° . ° 
Sian Ja, 4286102851) + + Oo np BE alts + Aya, 


j= 1, 2... n+. 


Les intégrales de Cauchy du VS ; Tinéaire homogène (16), qui 
prennent en æ— x, les valeurs 20, ce; 2 ay 2n+a SON 


= 143 — 


ik ons P1(X, x 0? Zi; a * oy 249) = z [1 + H. 11, æ,)] + Zo Hy (a5, #,) + 
a 241 Hy, oe ae ~ ) +7 Zn+2 AC %o) , 
7 a ets. ARE 
(22) Zn+1 Mr oe 0? i et HER =z} LA: Tes æ De x DT: 
+z Zn+1 El Le H,, ;1, n+1(@ & o) | + 7 En +2 4,41, n+2(% %o) ri | 
Zn42 = Pn+2(s Lo» Zi Zn 449% z+) als St. x + BH 222, a Ae + 


naine Myer % molt + Monte x, AIT 


Les valeurs de y:, ---, Yn» wu liées à celles de z,, … ta par les formules 
(9) s’écrivent : ; 


Z[1+H, 1 %)}+2 H, (2,2 Alea: HZ, = TL) + 244283 Hy n+2(%s 

Pa ART Ad + Fn TR Aas Ly) + 4e £ Ki ‘a z 

(23) ee 2H ,1(t,%,) Lis 2{ 1-H, Aa; ve +1 n, qe x J+e n+2 Hy nta(®): 

a H,,, 2,17, 2) ss db à a ‘ge | ét n4 ilk, £4) + Zn+2 [1 “y Le BP CA x, 

AH, 41,160 @) + eee Fa nt Fo) | + Ronan +2 

2h42, Lo) ve + a Hate, nga, Zp) + 8 3a[1 + H+ 2,m42(%> 2 

Si l'on prend z,,, — 1, les formules précédentes donnent les rues | 
du système (8) qui, pour «= x,, se réduisent aux valeurs z, ras 


Pour avoir les intégrales qui deviennent respectivement 72, …, ge u, en 
x = %,, NOUS écrivons 


U — 


. 7 
| y Qi (ox Xo) Ya ur) ade Uss 1) y (a x y? : “4 ) 88g 
< Py+2(x, Xo) YT ‘ee | Uno Us» 1) . 1 A 174 à. Yn» an? 


(24) eames (2%, Los Yt) <*> Yar Mor 1) y (a, x, y? # u . 
iar i Oo = 3 eee | 3 
Pato, x, 0? yi» seey Jos U,, 1) n » Los Vis Yi UB) 5 


Pi (®y Woy Vy es Yr Un À) 


sa" + { 
4 CE x, x ODA Cpe eal | 
\ pote Lo Vi: .…., A Us) 1) nal oi Vy , Vs ade 


{ti 


Les solutions de l'équation aux dérivées partielles (5) qui, pour æ =a) 


* 
. se réduisent respectivement à Vas es Vn» U SOnt 4 


Le (a, Vas a) Yn u) = = LAC x, Vis A | Yn» u), G =1, 2, . wy M)» 


Nee Aa Vis Tr. Vs u) =, (es x, Ya, LR Yn a). 


(25) 


k . IN VER Etes 3 NS ae “igh rhe a Ave = 
A & Se aff LG, thy Ya, a 31) Yn u) : 3 
“se 
NS x, eit eee Ym » he ( 
sy 2, Yas .…… "Vo u) — Le SL ss = a i 
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Ae premier membre de cotte Fer se raduiey 4u—O (Us, Vas « ey! Yn) 
we x =~y,; il en résulte que les approximations successives de la fonc- 
tion inconnue uw sont données par la formule récurrente : A 


\ 


oe "US Us — ¥,41(@,, x, Yay Un Uy) am 
“W(x, x, Yu Co > Uns ne 
Peete tapi +0 soe je 


¥y no x, Ya Pee Yn» Un) 


; moyennant la valeur HAT U, == O(y, We: 1) 


F] 


__$ 4. La formule précédente exige la connaissance des fonctions 

“ Vu Was sy Was Vata: Celles-ci ne sont elles-mémes calculables que par 
_ approximations, ainsi que l’indiquent les formules (24), (22), (21), (19) 
et (18). En se reportant aux résultats d’une étude antérieure ('), on peut 

1 encore organiser le calcul des approximations successives de l’intégrale w. 
Posons 

À 

; 

> 


k=u ' 
(28) 60) (0,8; 2) = "EMM, By (0,8 = ENG (08), 
ee. (Gm 1 2, ong HA Dee 


Ecrivons ensuite 
— 29) 8 (w,2,)= i) | a, (2) GL (E54) ++ ao) GP oles A) aE, 


1 ke, 2... (ce 2) lis 
| 
() R. H. J. GERMAY : Intégration par approximations successives des équations aux. 
dérivées partielles (Mémoires de la Société royale des Sciences de Liège, 3° série, t. XU, 


1924, pp. 4-16). 


(62) 
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Les fonctions aléatoires stationnaires 


et 


la théorie statistique de la turbulence homogène 


PAR 


M. J. KAMPE DE FÉRIET 


INTRODUCTION 


Dans ce travail, je me propose de montrer comment la théorie récente 


. des fonctions aléatoires stationnaires, due à E. Slutsky et A. Khintchine, 


ouvre une voie possible à la solution du problème le plus simple posé par la 
turbulence : celui où le mouvement d’agitation des partictiles est rectilighe 


et statistiquement homogène, 


C’est en 1921 que G. |. Taylor, dans un mémoire (!) trés court [21], 
mais qui marque une des dates les plus importantes de Ja théorie de la 
turbulence, a eu l’idée d’aborder ce problème particulier par des méthodes 
statistiques. Il envisage d’abord une particule animée d’un mouvement 
brownien, sur un axe Ox, sa vitesse ne pouvant prendre que les deux 
valeurs + U et —U, ; les chocs ne se produisent qu’à des dates multiples 
d’un temps 1 ; la particule est douée d’une mémoire statistique, en ce sens 


PT PE : 
qu’au moment d’un choc il y a une probabilité : 9 P quelle conserve 


sn Me 
la même vitesse, et une probabilité ete 


qu'elle change de vitesse 


(0 < p <1). (On reconnaît le schéma, classique aujourd’hui en calcul des | 


probabilités, sous le nom de chaîne simple) (7), 


Les résultats de ce problème discontinu suggérent à G. J. Taylor une 


méthode pour étudier les problémes continus ; 


il fait sur les fonctions du 


(1) Les numéros entte crochets renvoient à la bibliographie placée à la tin de Particle: 


(2) R. Firth [5] avait étadié d’une façon approfondie, 
le méme schéma à peu près à la même époque que Jui. 


LIX, 1 


ee enr ec ne G. I. eres 


10 
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temps f(t) qu'il va étudier nées. fondamentale suivante : 


(1) 


4 rt+T 
eae /(s)"ds = constante 
TE tee t—r 


quel que soit l'instant initial {, pourvu que T soit suffisamment grand. 
Appliquant ces résultats au problème de la turbulence linéaire homogène, 
il en déduit une relation fondamentale entre la dispersion des particules : 
et le coefficient de corrélation des vitesses à deux instants consécutifs. 

En continuant dans la même voie, G. I. Taylor [23] a récemment intro- 
duit la notion de «spectre de la turbulence » (répartition de l’énergie 
cinétique entre les différentes fréquences) ; toujours avec les mêmes 
hypothèses de travail, il a établi que le coefficient de corrélation des 
vitesses et la fonction spectrale se dos l’une de l’autre moyennant 
. la formule de Fourier. 104 

Depuis que G. J. Taylor avait ouvert cette voie si fructueuse, la théorie 
des fonctions aléatoires avait commencé à s’édifier (les premiers travaux 


remontent à 1927) par les recherches de S. Bernstein, B. de Finetti, ? 


Norbert Wiener. G. Dedebant et Ph. Wehrlé, E. Slutsky, A. Khintchine,' 
A. Kolmogoroff, P. Lévy et H. Cramér ; bien que contenant des résultats 
d’une haute importance, cette théorie est loin de donner aujourd'hui 
l'impression d’un système mathématique clos; il s’agit plutôt d’un ensemble 
de branches divergentes dès leur point de dépaft, AL 
: Sauf G. Dedebant et Ph. Wehrlé, dont c’est au contraire une des idées ! 


maîtresses, aucun des auteurs qui ont travaillé à la théorie des fonctions * 


aléatoires ne semble avoir connu les problèmes posés par la turbulence, 
ni les essais de solution qu'ils avaient reçus (1). ü 


Néanmoins il se trouve, par une circonstance très remarquable, que les.’ 


ee -- 
' fi LE 


(1) Quand j'ai écrit ces lignes, je ne connaissais pas le mémoire R. E. A. C. Paley 


N. Wiener et, A. Zygmuud « Notes on random functions »-(Mathematische Zeitschrift; | 


t. 37, 1933, p. 647- -668), Les auteurs représentent précisément le déplacement d'une 


particule animée d’un mouvement brownien .parune fonction aléatoire (random function) | | 


qui, avec mes notations, serait désignée par /(é, A), A étant une variable aléatoire prenant:! 
avec une probabilité uniforme toute valeur entre Vet: c’est donc une application expli- 
cite de la notiou de fonction aléatoire à la représentation d’un mouvement d’ agitation 
D'aillèurs, sans que le mot «random function » soit prononcé, les idées fondamentelen 
des auteurs concernant le mouvement brownien se trouvent déjà dans le grand mémoire 
de Norbert Wiener « Generalised harmonic Analysis» {Acta Mathematica, t. 55, 1930, 
p..117-258) ; dans l'introduction il se refère explicitement aux idées de G. 1. Taylor, en 
particulier au mémoire [21]. Les travaux de Norbert Wiener paraissent indégendants de: 
ceux de E. Slutsky et A. Khintchine, qui me servent de base, puisqu'il ne les cite nulle part. 


NT re 
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À chapitres de la théorie des fonctions aléatoires, écrits depuis 1928 par 

E. Slutsky, A -Khintchine et A. Kolmogoroff, projettent une lumiére très! 
vive sur le problème de la turbulence linéaire homogène ; ; ils contiennent 
- un ensemble de théorèmes abstraits permettant de: ‘reprendre à sa base: 
/ l'étude d’un mouvement d’agitation : ayant introduit un système de pro 


È _babilités à priori (ensemble infini d’épreuvès E théoriquement possibles’ : 


on suppose que ‘soient réalisées rigoureusement les “phone: i : otipitert 
r Mey { HO 
iy “ah she FO =0 | a 
Howe Mai -f&)? = constante PRET ae SE 
Ces équations, bien que d’allure identique aux équations (1) deG. |. Taylürss 
ont en réalité une signification bien différente : dans les équations (1) 
figurent des moyennes par rapport au temps, pendant une seule expé- 
rience; au contraire les équations (II) portent sur une infinité d’ expériences 
théoriquement concevables, faites au même instant t. 

Par conséquent, lorsque, dans cet exposé, des formules sont attribuées 
à G. I. Taylor [par exemple (69), (79), (94), (99) ...] on doit entendre cette 
affirmalion comme une proposition abrégée signifiant que la formule 
démontrée deviendrait identique à la sienne si l’on y remplaçait les valeurs 
probables par les valeurs moyennes. La légitimité d’un tel échange pose 
un problème essentiel : dans quels cas la moyenne de f(é) prise par rapport 
au temps, en suivant le mouvement d’une particule depuis { = — 
jusqu’à {= + 2, ést-elle égale à la valeur probable de f(t) prise à un 
instant ¢ pour l'ensemble & de toutes les épreuves possibles, chaque 
épreuve E ‘étant affectée d’uné probabilité ? La solution positive de cette 
question résulterait, comme dans toute Mécanique statistique, de la 
démonstration d’un principe ergodique, qui reste encore à établir dans le, 
cas actuel : les résultats partiels (n° 16 et 36) indiqués ici ne constituent 
qu’un .premièr pas et ne donnent que des conditions suffisantes pour la 
légitimité de l'échange dans certains cas particuliers. 

Dans les paragraphes 1 à 13, je commence par rappeler, sans démons- 
tration, les principaux résultats de E. Slutsky, A. Khintchine et A. Kolmo- 
goroff qui ont servi de base a ce travail. 

Les paragraphes 14 à 17 sont consacrés. à létude de. trois exemples 
destinés à illustrer la conception que la théorie des, fonctions aléatoires, 
permet de (aire d’un mouvement d’agitation turbulent ; le n° 17 donne en, 
particulier un exposé en langage aléatoire du mouvement brownien qui 
a servi de point de départ à G. I. Taylor. 

Comme l’expérience. permet d’aborder l'étude, soit par la mesure aie 
coefficient de corrélation, soit par la détermination de la fonction spec- 
trale, j’ai énoncé à partir du n° 48 un nombre .assez considérable ‘de 
relations entre:ce. coefficient et cette fonction ; la plupart de ces relations 


"4 AN #5 


sont d’ailleurs des conséquences immédiates des propriétés chsriques dé 
l'Intégrale de Fourier. | 

J'ai insisté surtout sur les critères d’une allure qualitative cohcerniank 
{a continuité du spectre ; la conviction qui se dégage de l’ensemble de ces 
remarques, c’est que, si le spectre de la turbulence peut présenter des 
raiés, ce ne sont pas elles qui donnent au phénoméne son aspect caracté- 
ristique ; il y a même une forte présomplion pour que le spectre ne 
comporte que des bandes. 

Qu’il me soit permis en terminant d’ exprimer ma vive reconnaissance — 
à mon collaborateur M. A. MartinoT-LacarDE, qui a bien voulu relire » 
entiérement ce mémoire et dont les remarques m'ont été très précieuses. 


LES FONCTIONS ALEATOIRES 


1. DÉFINITION D'UNE FONCTION ALÉATOIRE: 


Soit & un ensemble d’événements E, formant un champ de probabilités, 
c’est-à-dire tel qu’on puisse attacher une probabilité à tout sous-ensemble 
de & ; soit © un ensemble de valeurs d’une variable réelle ¢ ; une fonction 
aléatoire I'g(¢) est définie sur © si à chaque événement E on fait corres- 
poudre une fonction de t, F(t, E), définie sur l’ensemble © (Kolmogoroff 
[14] p. 39). Le symbole Fg(é) représente done l’ensemble de toutes 
fonctions F(t, E) dont chacune est attachée à un événement E de &. 
La réalisation d’un des événements E de & constitue une épreuve ; dans 
chaque épreuve, la fonction aléatoire se réalise sous la forme de la 
fonction de { attachée à l’événément E correspondant. 

Dans la plupart des cas, nous prendrons, dans ce travail, pour l’ensemble 
© sur lequel la fonction aléatoire Fg(¢) est définie, soit un intervalle fermé 
[a, 6], soit l’ensemble de toutes les valeurs finies de ¢. 


2. EXEMPLE. 


Dontions-nous sur Of une infinité dénombrable d’ensembles e, .… en, … 
de mesures m,, -:: Mn, ..., telles que Z m, == 1. Supposons que l'épreuve E 
consisté à choisir un de Cas ensembles, la probabilité du choix de l‘ensem- 
ble en étant égale à sa mesure m4. En prenant F(t, E) 4, si ¢ appartient 

à l’ensemble correspondant à E, et F(t, E) =0 dans le cas contraire, 
ds avons défini uné fonction aléatoire pataitvenene déterminée, ' 


8. VALEUR PROBABLE. 
© Sion dofine a d'une valeur fixe (appartenant 4 ©), l'ensemble des valeurs 


- 
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numériques de F(t, E) correspondant aux épreuves E de & te 


‘évidemment une variable aléatoire (au sens classique de ce mot en calcul 
- des probabilités), définie pour l’ensemble des épreuves constituant 6, 


En introduisant une intégrale de Lebesgue abstraite, la valeur probable (*) 
de celte variable aléatoire est donnée par la formule : 


-(4) FE) = (FUE) P(E); ©) 


cette valeur probable est une fonction de ¢ définie en tout point de ©. 


‘4. Si f(x) est une fonction de x définie pour toute valeur de x, il est 
clair que : 


(2) G(t, E) =f [FG E)] 


définit une fonction aléatoire Gg(¢) pour le même ensemble & d'épreuves 


_ que F$(). Plus généralement, si /(æ,, … a») est définie pour loutes les 


£- 


valeurs de x,, … Zn et si Bw’), re 4 FY (4) désignent n fonctions aléa- 
toires définies chacune sur un même ensemble & d’épreuves E, la rela- 
tion : 


8) G(t, E) = [F™(t, E), …, Pd, E)] 


définit une fonction aléatoire sur l’ensemble 6, 


5. Si ¢,,---, appartiennent a O, le produit F(t,, KE)... F(tn, E) est 
évidemment une variable aléatoire définie sur 6; il en est de même plus 


(1) Appelée encore espérance mathématique par beaucoup d'auteurs ; M. Fréchet [4] 
dit valeur moyenne; dans cet exposé habituellement j'utilise les mêmes expressions que 
lui; je m’en écarte sur ce point parce que je suis obligé de réserver le mot moyenne 
pour la quantité calculée par rapport au temps sur chaque épreuve ; 


A ge 2f & 
lim ay | is E) ds , 


(2) En désignant par X une variable aléatoire correspondant à l’ensemble 8 d'épreuves 
E, Kolmogoroff [11] (p. 33) définit l'intégrale abstraite (concept da à M, Fréchet) donnant 


la valeur prohable 


X(— | X(E) Pas) 
© 


comme la limite quand 1 — 0 de 
+ @ 
x= HMPy 
— æ@ 
où P,, désigne la probabilité du sous-ensemble de & défini par la condition 


RE KE) (ede 1) 0 vu ce set “My 


ve ie 
i que Ton L 
| b wottonot send tes oldatoiq ais! 6}. a 
Pen fee nds E Consists a choisir une Viet partic 
a pour une variable aléatoire A; soit F(a) la fonction des Pit 
: totales de A =F Sup ate 
: Prob [A < a] = F(a). 


Comme il est bien connu, F(a) est une fonction monotone non Fri 
sante telle que : 


S'la 


F(- wy 0,067 oO OT OP 


“Donnons-nous une fonction f(t, a), définie pour toutes les valeurs de 
deux variables ¢ et a; f(t; A) est une fonction aléatoire bien déterminée 
sur l’ensemble & consistant dans tous les choix possibles de A ; pour une 
épreuve donnant à A la valeur a, elle sera égale à f(¢, a) par desmition (*). 
Si nous supposons en outre que f(é, a) est continue par rapport a 2. 
l'intégrale abstraite définissant le moment d’ordre r de f aux points 
- (1) Nous considérons souvent dans ce travail des fonctions aléatoires de la forme : | 
: PU, tr sn ee | a 


où Aj, ..-, An, --. désignent un ensemble fiui ou dénombrable de variables aléatoires 
indépendantes, admettant des fonctions des ier han totales données : 


: Prob [Ay < a] = #,{(a) ; 
l'épreuve E consiste à choisir pour ces variables des valeurs particulières a, ... shane 
Une telle fonction aléatoire semble à première vue beaucoup plus générale que FE, A); 
en réalité il n’en est rien si l’on observe (H. Steinhaus [20], p. 60) qu'il est toujours pos- 
sible de choisir une variable aléatoire A, prenant avec une ig oh uniforme toute 
valeur entre 0 ett: 
Prob [A <a] =a DES 0 ECM 
et de construire une suite de fonctions : 9) (x), -.., g,(x), . . telles qu’en posant : 


Ay = fi (A), A = Gp (A); »» 


Aj, --. A, forment un ensemble de variables aléatoires indépendantes, admettant les 
fonctions des probabilités totales #, (a), ..,, Fn (a), ... données. 

Si dans la suite (par exemple, aux n° 15, 16, 17...) nous n’effectuons pas la réduction 
des fonctions aléatoires à la forme f(t, A), c'est parce que les variables aléatoires Aj, .... 
Ay, ++. ont toujours une interprétation simple mettant en relief les propriétés physiques 
de la fonction aléatoire mieux qu’une variable aléatoire unique A. 
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aad ty s'exprime par l'intégrale de Stieltjes : 
| +e | i it 

f= | reese) fete, a) 


6. LIMITE ALEATOIRE (Slutsky [15]). 4 
Etant donnée une fonction aléatoire F&(t) et une variable aléatoire Ag 


™™ dF(a). 


définies sur le même ensemble & d’épreuves, on dit que Ag est la limite 


aléatoire de Fg(¢) ou que « F3(t) tend en probabilité vers Ag, lorsque 
t— a » si à tout couple de nombres positifs e, n on peut faire correspon- 
dre un nombre positif d(e, n) tel que l'inégalité : 

lé al < d(E, n) 
entraine : 


- (4) Prob || F(t, E) — A(E)| >n]<e. 


Nous exprimerons ce fait en écrivant : (!) 
lim Fg(t) = Ag. 
t—>a 


7. D’après l’inégalité de Bienaymé-Tchebycheff 


Prob | F(t, E) — A(E)| > n| < = F(, E)— A(E)F 


Donc si le moment d’ordre r de Fg(t) — Ag tend vers 0 quand t—a, on 


“peut affirmer que F(t) tend en probabilité vers Ag; la réciproque n’est 


“exacte que si Fg est bornée sur © (pour toutes les épreuves) ; la condition 


(5) | F(t, E) — ACE) >» <e pour |t—a|<9d,(e) 


est donc plus restrictive que la condition (4); si elle est réalisée, nous 
dirons (en adoptant la locution de M. Fréchet pour la théorie des suites 
de variables aléatoires) que Fg(¢) tend vers Ag en moyenne d’ordre r. 


8. CRITÈRE DE SLUTSKY [14]. 
Si à tout couple de nombres €, n positifs on peut faire correspondre 
d(e, n) positif tel que les inégalités : 
|t— a|< dE, n) |? — aj (En) 
entrainent : 
(6) Prob [| F(t, E) — FW’, E)| > n| <e 


(') La limite aléatoire peut être définie sans que, néanmoins sur aucune épreuve E, 
lim F(t, E) n'existe (limite étant prise cette fois au sens ordinaire de l’analyse) ; ce fait 
était déjà bien’ connu dans la théorie de la convergence des suites de variables aléatoires. 
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lim |F@ E)F = [AGP =< @ 
t—>a = 


10. CONTINUITE ALÉATOIRE (Slutsky [16)). ; 
On dit que la fonction aléatoire Fe(t) possède la continuité aléatoire ou 
est continue en probabilité.au point ¢, si l’on a : | 


lim | Fe +h) = Fal 5 


si la fonction aléatoire est continue en probabilité en tout point ¢ de 
‘{a, b] on dit qu’elle est continue en probabilité sur [a, b] ; elle est alors 
uniformément continue en probabilité (Slutsky), c’est-à-dire qu’il existe 
un nombre d(€, n) tel que pour tout couple (4, #) a <<< vérifiant 
l'inégalité 

; lt — | < d(€, n) bi 3) 
on ait a à : 
Prob || F(t’, E) — F(t, E)| > n|<e. 


La condition : 
IFU+R,E)—F(E)F<e pour jhi<oa,(@ 


entraine la continuité aléatoire, mais est plus restrictive ; il sera commode 
de la désigner sous le nom de continuité en moyenne d’ordre r. 


11. La continuité aléatoire est une propriété statistique; elle est 
évidemment réalisée si sur chaque épreuve F(t, E) est continue, mais 
l'inverse n’a pas lieu; une fonction aléatoire peut posséder la continuité 
aléatoire tandis que sur inten épreuve F(z, E) est discontinue ; en voici 
un exemple : 


1° Soit sur un axe Or, un ensemble e de points, périodique de période 1 : 


—458.— 


soit e, le sous-ensemble de « appartenant à [0, 4] ; soit e(k) l’ensemble se 
_ déduisant de e par une translation d'amplitude — h ; e,(k) le sous- 
~ ensemble de e(h) appartenant à [0, 1]. Supposons : mes 8, = mes e,()—1. 
a ; 

À 


2° Définissons une fonction (x), périodique 


oe +1) = 9(@) 
_. telle que : _ px) =k (constante arbitraire) 
4 en tout point de e,, p(x) prenant des valeurs quelconques différentes de k 
» sur Ce]; p(x) est évidemment de carré sommable, 

3° Soit A une variable aléatoire prenant avec une probabilité uniforme 
toute valeur entre 0 et 1 : 


Prob [A <a] =a Ve od. 


LUNA | 


… 4 Ceci posé, supposons que l'événement éventuel E consiste à donner 
une valeur déterminée a à la variable aléatoire A; la fonction œ(t + A) 
est une fonction aléatoire bien déterminée sur l’ensemble & consistant en 
_ tous les choix possibles de A; pour une épreuve donnant à A la valeur a, 
elle sera égale à p(t + à) par définition. On a : 


[oF A+A)—OUFAE = (Eh + a) — t+ a) de 


= [ (o(h-+ a) — 9a) da 


la seconde intégrale étant égale à la première a cause de la périodicité 
… de æ. Or il est clair qu’on ne peut avoir 


o(h + a) — p(o) 0 


que si a appartient à G[e,] - C[e,(h)] ou à Cle] -e,(h) ou à e,- C[e,(h)] ; 
ces trois ensembles ayant une mesure nulle, on a donc 


(7) [o( + h + A) — t+ A) =0 


pour tout ¢ et pour tout h; par conséquent, la fonction aléatoire est 
continue en moyenne quadratique en tout point ¢. Cependant, si l'on 
choisit e de manière que e, et G[e,] soient tous deux denses dans linter- 
valle [0, 1] p(t + a) ne sera continue pour aucune valeur de t, quelle que 
soit la valeur de a fournie par l’épreuve. 


12. Dérivée ALÉATOIRE (Slutsky [16]). 

Étant donnée une fonction aléatoire Fg(¢) définie sur un ensemble 
d'épreuves, pour une valeur de ¢ fixe, le quotient 
| F(t-+ k, E) — F(t, E) 


h 


make 


définit pour-toute valeur de h diférènité de 0 une fonction aléatoire de h 
sur le même ensemble &. Si cette fonction tend vers une limite aléatoire 
quand h—>0, cette limite représente par définition la dérivée aléatoire 
de Fg(t) pour cette valeur de ¢ : | 
, Fa(t-+ À) — F5(0) 
(8) RO mp 


i existence de la dérivée aléatoire au point ¢ correspond donc à la condition | 
suivante : à tout couple de nombres €, n positifs correspond un nombre 
positif d(e, n) tel que l'inégalité : 


lAI< D (E, n) 


pro [| MEER FB) rente >nl<e 


en br la valeur prise par F; (t) sur E par F,(4, E). Bien entendu, 
si l’on a la condition plus sévére : 


| | FU fh, FE) — FE) 
h 


entraine : 


— F(t, E) | <e 
on dira d’accord avec le n° 9 que la dérivée aléatoire existe .en moyenne 
d’ordre r. 

Remarque. — Dans l’exemple du n° 41 on a évidemment pour h 40 


pegs. = ol + OT <0, 


Par conséquent, la fonction aléatoire @(t+ A) admet une dérivée. 
aléatoire (en moyenne quadratique) égale à 0, quel que soit ¢. Néanmoins 
sur aucune épreuve (i + a) n’admet de dérivée quel que soit t. 


13. INTÉGRALE ALÉATOIRE (Slutsky [18)). 


~ Sisur chaque épreuve E, la fonction F(4, E) est sommable ou intégrable 
(au sens de Riemann) dans un intervalle [a, b], l'intégrale (prise au sens 
convenable) 


i F(s, E) ds = J(E) 


définit sur 6 une variable aléatoire, l’intégrale aléatoire de Fg(t) ; la 


proposition suivante, en quelque sorte réciproque de cette remarque 
évidente, a une grande importance. 


4 
A 
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~ THÉORÈME (Slutsky). Ca à Fs() est mesurable Ci et si IFG,E)1 est 


sommable sar [a, 6], F(4, E) est sommable sur [a, 6] pour presque toutes oo 
les épreuves E ; ona: 


QO) TE ={ FC 5 ds ; 


en outre, en posant 


ICE) = [1 F(, B) ds 


on a aussi : 


(40) | TE) = i IG, 5) lds. 


Cette proposition est une extension du théoréme classique de Fubini 
à une intégrale de Lebesgue abstraite. 


LES VITESSES D’AGITATION : 
DANS UNE TURBULENCE LINÉAIRE HOMOGÈNE 


14. POSITION DU PROBLEME. 


Considérons des particules matérielles (dont les masses sont toutes 
égales à l’unité) mobiles sur un axe indéfini Or; une particule aura 
à chaque instant ¢ de —2% à +00 une vitesse bien déterminée w (i). 
A tout instant ¢ ou u(t) est discontinue, on dit que Ja particule subit un 
«choc » ; nous nous imaginons d’ailleurs volontiers un choc comme une 
discontinuité de première espèce, les deux limites (+ 0) et w(t — 0) 
existant, mais étant différentes. 

Lorsque les particules sont animées d’un mouvement d’agitation turbu- 
lent, l’extrême complexité des courbes w(t) individuelles conduit tout 
naturellement à appliquer les méthodes statistiques ; le schéma des 
fonctions aléatoires offre un moule, parfaitement adapté à la mise en 
équation du problème ; la vitesse turbulente sera une fonction aléatoire 
Ug(t) définie pour l’ensemble & de toutes les particules, une épreuve E 


(1) La fonction F(t) est mesurable, si, quelle que soit la constante a, l’ensemble des 
valeurs de ¢ et des épreuves E (ensemble produit abstrait) pour lesquelles 
F(t, E) <a 


est mesurable. 
:(?) Une propriété a.lieu pour presque toutes les épreuves, sijelle n vest en,défaut qu’au 


ls pour un sous-ensemble de & de probabilité nulle. 


= fifi . 


| consistant à choisir une de ces partieules et à la suivre pees bs — © 
jusqu'à t= + 00. 

L'absence de mouvement d'ensemble (simple mouvement d ‘agitation) 
conduit d’abord à poser | 
(11) U(t, E) = 

L'homogénéité de la turbulence TR à cette condition : les lois 
statistiques du mouvement sont indépendantes de l'instant choisi comme 
origine du temps ; en d’autres termes, si on considère un groupe de points 
(t,, ---, fn), la valeur probable du produit is 64 
(12) .U(4, E) ++ U(n, E) 


demeure invariante ivre le groupe (£,,.., én) subit une ste trans- 
lation. 
En particulier la Berri probable de l'énergie cinétique est une constante : 


(13) U(, E)? = Ue- 


En second lieu, le coefficient de corrélution R des vitesses à deux instants, 
telt+h, égal par définition au quotient de 


UGE)UG+ k,E) 


par la racine carrée de 


U(t, FE)? U(G+h,E} ;, 
ne dépend que deh: 


(44) U(t, E) U(t-+ hh, E) = U2 R(A)- 
On a évidemment : 

(19) R(O) =4 

(16) R(h) = R(— h) 


(il suffit de remplacer ¢ par { — h dans (44) pour le démontrer). 

La classe des fonctions aléatoires telles que la valeur probable de (12) 
ne dépend que des différences ¢, —¢,,...,in—t, a été considérée par 
Slutsky [15] et Khintchine [10] sous le nom de fonctions aléatoires station- 
naires. . 

Le probléme de la turbulence linéaire homogéne est donc ramené 
à l’étude de certaines fonctions aléatoires stationnaires ; avant d’aborder 


leurs propriétés générales, nous allons d’abord examiner Sh détail certains: 
exemples. 


15. PREMIER EXEMPLE. 


Soient V, 2 et ® trois variables aléatoires nd iéés Vv pouvant 
prendre des valeurs quelconques, avee une loi de probabilité donnée ; 
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a adh valeurs positives ou nulles ; sa fonction des probabilités totales © 
| Le Prob if <w] = F(w) 
(0) = F(+ oo) =4 


étant aussi supposée connue ; supposons enfin que ® puisse prendre ona 
valeur entre U et 2m avec une probabilité uniforme : 


Prob [® <p] = 9 | 0< 9 < Ir 


Cotisidérons la fonction aléatoire : (+) 
(17) Us() = V cos (Qt + 9) ; 


- en imaginant que l’épreuve E, qui consiste à choisir une particule et à la 
suivre dans son mouvement, atttibue aux variables aléatoires V, Q, © des 

~ valeurs particulières v, w, @, on voit que chaqué particule sera animée 
d’un mouvement exciliaicine. sa vitesse ayant pour valeur : 


U(4, E) = v cos (wt + 9) ; 


les valeurs v, w, ® représentant respectivement la vitesse maxima, la 
fréquence et l’angle de phase correspondant à la particule. 

Comme les variables aléatoires V et Qt + © (¢ donné fixe) sont indé- 
pendantes, il est clair que 


a c+ œ@ 


(48) UG, UG D) = | 


PF cos (ut +.) 52 52 | as(w) = 0 


o 0 


49) UG EE) = i l L | { Tevet (tees) | uF(w) — 


o 


= FT ag AD PS 
U(t, E) U(t+ Ah, E) = Fi | | cos (wi+ @) cos (wi+wh-+-@) | ds (w) 


0 
vt 
=e cos wh dF (w) 
2 o 
La fonction (17) est donc bien stationnaire ; en outre la valeur probable 
de l’énergie cinétique et le coefficient de corrélation ont des interpréta- 
tions très simples en fonction de la vitesse maxima et de la fréquence. 
En effet, en laissant la valeur probable (19) sous la forme 


Verre 8 
(20) Uli, 3 dx (w) 


(:) Elle a été envisagée déjà, mais en passant, par A. Khintchine [10], dans le cas où V 
est un nombre certain. 
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; il est clair: que:la fonction des probabilités rtalds F(w)- de. la RS” 
donne la répartition de l’énergie cinétique entre les fréquences ; & (w) est 
done une fonction spectrale définissant la igi tition statistique de 
Vénergie dans le mouvement. 

La fonction (17) méritait d’être considérée comme exemple de fonction. 
stationnaire, a cause de sa grande, simplicité ; mais y a-t-il lieu de. 
Penvisager comme une image satisfaisante de la vitesse des particules 
dans une turbulence homogène ? Je ne le crois pas, car cette fonction est 
trop déterministe. En effet, sur toute épreuve E, U(£, E) est une fonction 
analytique de {; par conséquent, si on connait Ja vitesse d’une particule 


pendant un intervalle de temps positif aussi petit qu’on le voudra, Ah) 


mouvement sera entiérement déterminé pour toutes les valeurs de t ; 
résultat me semble tout à fait contraire aux. propriétés. intuilives Frs 
Vagitation turbulente, telle que l’expérience, même simplement qualita-. 
tive, conduit à. Renae | 


16. SECOND EXEMPLE. 


Considérons une fonction de deux variables f(£, à) définie de la 1 manière 
suivante pour —0 at; ie Aly: 0 <a <1. Soit 
a 
@œ —= Lk ae 4 + + Lun je He 


le développement de a dans le système de base 2 ; en désignant par » un 
entier, par t et. Us, deux constantes positives, prenons : 
f(t, a) = U,(2a,, 41 — 1) mt<t<(n+4)t n > 0 
f(t, o) = U,(@r,, ° —1) Teint 1} nad 
nous achéverons la définition de f aux points ¢ == + nt en prenant : 


f(t, a) — 5 [TE 40 «) + 7-0, 09]; 


la fonction f(t, à) est donc une fonction en créneaux, égale à + U, sur un 
intervalle (nt, n,t), à — U, sur l'intervalle Gr, ngt) etc., à 0 aux points 
de discontinuité, la suité des entiers My) Ney Mg, »- . étant détermitiée quand 
on connaît «. | dé dal. je 

Soient maintenant A ét Bi deux variables aléatoires indépendantes ' 
prenant avec une probabilité uniforme toute valeur entre 0 et 1, et entre: 
() et T respectivement : 


Prob[A <a] =a 0<a<1 
O<B< 


Prob[B < 8] = 


wD 


4 "en iotsàl 18 ony: eT wl 


a 
en 6 wap ay tb A 


TAPER" Fate) Wats"! & anaatts Kan tare tyesnd 
abt est clair, , qu'ayant choisi “pour Bune valeur 8, les probabilités 


soit tel que tn = =0 ou Hane apd sont égales toutes deux à al 


‘iv qui hres 
rig: “ fal Pep 4 


va leur ir 8 | les deux points | t = B et t Heil + ‘ sont sûrement Ah des. inter-" 
valles [nt, (n + 1) T] différents ; par, conséquent, Hye a une probabilité 


os pour que =. bigamom.an te) fa obundinburemnl 
DE TOI UNE ae 
vet une probabilité $ pour que DELAI de ptonk 4 À % om sh 
2 oe AU (th, E) — UC, | Agewavth 
| Pot : (/hl > 1) @&) shuenre¥ 49 0 
~ Qh) DR UCET = = JU 
_® - Au contraire, si | hk|< T, ily a une probabilité, égale : Een | ! it) - pour que les, 
4% deux points ¢ +Bet { + 8 +h soient dans deux canes consécutifs 


1 Lai 


et une probabilité 1 — pour qu ils soient dans lg même intervalle ; 


j dans ce dernier cas ona cortainement eo 


JUGHR, ies UG E)1 —0 ; ia: SRE ES 


en. Pe Gen ant au premier cas. le. raisonnement faits sale haut ‘on He 
| (hI<T) : | | à + Up sb 


Be a" DORE ately | ae 
De (2 (2 ) et (24) ou (25) on tire le coefficient de corrélation 
LE (ay a@ = 07[1— 2] sig egal ie) 
= 0 bie) eats 


Left 
EL 


a 


IL SEX i 
a sae 


= 


Le coefficient de corrélation des vitesses décroit linéairement de 1 
40 quand || varie de 0 à ret reste nul ensuite; la constante t (quia — 
les dimensions d’un temps) joue donc le réle de la durée de libre parcours 
en théorie cinétique ; les vitesses en deux instants ¢ et { + h deviennent 
statistiquement indépendantes, (en se bornant aux moments d'ordre 2), - 
quand | A| >t. | EM PE ae 

La fonction aléatoire stationnaire (24) parait jouir de toutes les 
propriétés que nous cherchons à attribuer à des vitesses d’agitation 
turbulente. Elle échappe à l’objection déterministe du premier exemple ; 
en effel, si on a observé pendant un intervalle de temps aussi long qu’on 
le veut la vitesse d’une particule, on ne peut en déduire que les premières 
décimales du développement binaire de w; les décimales suivantes restent 
entièrement arbitraires : à inverse du- premier exemple une épreuve 
partielle, aussi prolongée soit-elle, ne détermine pas l'épreuve totale 
(mouvement de la particule pour ¢ variant de —c à +0). Chaque 
particule est animée d’un mouvement brownien se dirigeant alternative- 
ment vers la droite et vers la gauche avec une vitesse constante + U, ou 
—U, ; chaque trajet uniforme est séparé par un choc, la vitesse variant 
brusquement de + 2U,; au moment du choc nous avons attribué (arbi- 
trairement) à la vitesse la valeur 0. Deux particules correspondant à des 
valeurs de « dont les développements binaires commencent par les mêmes 
décimales, ont la même histoire pendant un certain temps ; à l'instant ¢ 
correspondant à la première décimale différente, leurs deux histoires 
divergent. | 

De la formule (25) on tire : 


lim [U(¢+ A, E) — U(t, E)]}? = 0 


la fonction aléatoire est donc continue en moyenne quadratique ; d’une 
manière plus précise on a: 


lim [UCHRE) =UG ET _ Ue 
h—0 VIk] T 


La fonction aléatoire n’admet donc pas de dérivée aléatoire finie, car la 
valeur probable (25) divisée par A* augmente indéfiniment quand h — 0. 

En considérant la moyenne par rapport au temps sur chaque épreuve E 
de [U(t+ A, E) —U(¢, E)F, on obtient un résultat: trèsremarquable ; | 
en effet, Norbert Wiener, qui a étudié la fonction f(¢, «) ([24] pp. 150 | 
a he a démontré qué, sauf pour un ensemble de valeurs dea de mesure *! 
nulle, | "À | 


a 


/ TE | 
(27) LUE a) 12 [f(s + h, a) —f(s, oF ds == 23" [hi <.t. 


= U3 |h{>t 
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Or, on a évidemment : 


4 +T ; œæ 
or | W(+8 24, a) — (548, af as 


+8 | 
a ar |, Ife + hs a) — f(s, a) ds; 


. mais la fonction sous le signe somme étant positive (Norbert Wiener [24] 
p. 155) les limites de 


4 tT 

OT fe [f(s + h, a) — f(s, a)l! ds 

et de 
4 (+T+B8 . 

arf, FO ha) =F eras 


sont égales (quel que soit 8). D’ot en rapprochant les formules (24), (25) 
et (27), cette proposition : 


Pour la fonction (21) sur presque toutes les épreuves E la valeur’ 
moyenne de [U(t+h,E) —U(t, E)]* (prise par rapport au temps en 
suivant la particule depuis t= — jusqu'à t = +00 ) est égale à la valeur 
probable de celle même grandeur (pour l’ensemble des particules) à n’im- 
porte quel instant t. 


Le coefficient de corrélation 
(28) Us R(h) = UC, E) U(t-+ 4h, E) 
peut donc aussi s’écrire sous la forme d’une moyenne par rapport au 
temps prise en suivant une particule : 


+T 
(@9)  UER()— lim | U(s, E) U(s À, B) ds. 
T— + © _T 
En partant de la formule connue (par exemple N. Wiener [24] p. 49) 


+0 hy 
= teste CSOT au = ge [ih TI LR 7] — 214 1] 
He T 


wt 
et en posant: — 
D 2 opine cos hy 
(30) F(w) = - { + dy w > 0 


0 


on déduit immédiatement que le coefficient de corrélation R est suscep- 


ray: | 11 
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tible de la représentation spectrale : : lngmmingbivd. £0 atte 
| +o yi TE LR 
ROR] eos was tu) à. ee 


dont on peut donner la méme interprétation que pour le] premier exemple ; 
mais ici à cause de la double définition possible de R on peut aussi 
bien considérer F (w) comme le spectre d’énergie d’une particule (sauf sur 
des épreuves E dont la probabilité totale est nulle) que comme le- “spectre 
définissant la répartition statistique de énergie cinétique. i all 

Remarquons, en terminant, que dans le premier exemple, a titre de 
cas particulier, on peut prendre pour la fonction des probabilités totales 
de la fréquence Q la fonction #(w) définie par (30) ; dans ce cas, les deux. 
fonctions aléatoires (17) et (21) ont même spectre et même coefficient de 
corrélation R(h) ; ceci n’a rien d’étonnant puisque une variable aléatoire 
n’est pas déterminée par ses deux premiers moments; mais il était 
intéressant de souligner comment l’identité d’une. propriété statistique. 
(spectre d'énergie) laisse encore le champ libre à une différence considé~., 
rable de structure pour deux fonctions aléatoires. 


12 nee EXEMPLE. ’ 
Considérons une suite, infinie dans les deux sens, de variables aléatoires : 
. Ve. 4 Sore ne Les dir Vo, abs sr k 


chacune de ces variables pouvant prendre les r valeurs 


UW, see, Ui, .…. Ur . , 
Supposons les variables aléatoires liées par des probabilités en chaîne ; | 
» 4 . tien ; ; . bat! 

(voir par exemple Hostinsky [6]) on se donne done par hypothése la | 
probabilité p,,que V,,, =u, dans une épreuve où V, = u, (les probabi- * | 
lités de passage p;; étant indépendantes de 2); désignons par pt la | | 
probabilité que V, = u, ; ces dernières probabilités se calculent de proche 
en proche pour des valeurs croissantes de » grâce à la formule : 


G 5 (n 41) — =e (n) | 
(31) | La FE Pr Pe oy + | 


En désignant par t une constante, positive, soit B une variable aléatoire 
prenant avec une probabilité uniforme toute valeur entre 0 ett: © L 


Prob[B <p] =, D KB SUR Q 


Geci étant, supposons que l’épreuve E consiste à choisir pour B we? 
valeur pärticuliäfe B et à donner à chacune des V, une des valeurs DE 


TE 
| Ag er dei une fonction aléatoire en convenant que; +s 


te 


10.42 UR) Ss 4 pour De. à CARE B <p), <2 OR 


Hi a pris dans celte épreuve précisément, la valeur io et er 

En: supposant — Mag CAT Qe a pd yr" ! Bice ATER) 
les probabilités pour que .: nt <i + B <(n +1) 
ae nia hela GHDr<EHR <(n+92)r 

UNIS: : sup) esispp 

su reset égales à … (a + + is LA im cet; pho tara r Oo 

Ona | done immédiatement _ Vets golsnel sin & 

. 4 = i} typ ce 

$b) ori 9 UG, es 4 EX dr y TT NT, Tue cm ju GLEN DTE 

UGE)? Di = or! vs [pp ae ere ee ES ds Ce PO) | uk ua 4 ¥12 


En outre, si 0O<h<T, la ne pour que {+8 et Sens +h 


tombent dans deux intervalles consécutifs étant di, i 


(UG +h, E) — UG, E)F = =P 2 pj (u,— u). 


Cette fonction aléatoire n’est done pas sista te sauf si les dks sont 
indépendants de n, © "est à-dire s'ils satisfont aux équations : 


HE 


(32) mer 


Dans ce cas : 
‘= T 


UE) = 2 Pte 


i=Tr 


UG B= = Pa 


pecs tenes Ur NE 


Il est intéressant d’interpréter ces équations à la lumière des résultats 
bien connus des’ probabilités en chaine ; dans chaque épreuve E une 
particule est animée d’un mouvement un sa vitesse prenant suCCes- 
sivement (dans un ordre quelconque) les 7 valeurs u,; mais contrairement 
à la particule du second exemple, elle est douée d’une certaine mémoire 
(une mémoire statistique) en ce sens que si pendant un trajet sa vitesse 
est “w,, elle 1’a pas les mémes‘ chances de prendre au trajet suivant 
ivimporte quelle autré vitesse: u; les probabilités de puis Di lui impo* 
$éront des préférences statistiques. | LIST 


“ta — 


D'autre part, les équations (31) déterminent les P{” de proche en proche 
pour xn > k si on a choisi arbitrairement leur valeur pour n= k. Or, on 
démontre (prinéipe ergodique), sous des conditions très larges pour les p,; 
(que nous supposerons réalisées) que les P; définis par (32) sont tels que 

ip PY = P. 
: n—>+0 . 
quelles que soient les valeurs choisies arbitrairement pour les Pp 

On voit donc qu’on peut obtenir une fonction aléatoire Ug(t) asymptote 
à une fonction stationnaire pour les valeurs de ¢ suffisamment grandes et 
positives (£ > nT) en supposant que l’instant initial où on lance les 
particules correspond à une valeur suffisamment grande négative de 
t=kt (k négatif) ; influence du choix arbitraire des pe s’efface progres- 
sivement. 

Dans le cas particulier où la vitesse ne prend que deux valeurs : 


4, ==), ; u, = — Uo 
supposons que les probabilités de passage sont de la forme : 
1+ 1 — 
Dy, = Px» — as Pa = Pr = GT 0 <p<1. 


Ces valeurs s’interprètent aisément : 
sip > 0, quand une particule se déplace dans un sens, elle a une ten- 
dance (statistique) à continuer à se déplacer dans le même sens 
Pi, > Die Dos > Pa 


si p= 1, il y a même une probabilité nulle qu’elle change de sens. 
On tire immédiatement de (32) : 


HELP à 
2 
par conséquent, 
U(t, E) =0 
U(, FP =U 


[U@+ À, E) — UG, EY? = 202 = (tf — p) 
d’ou 
R)=1—-2G—p) D<h<r. 
Or, dans ce cas particulier, le mouyement d’une particule se fait préci- 


sément selon le schéma qui a servi de point de départ à toutes les 
recherches de G. 1. TayLor [21] et [22] et les équations ci-dessus ne font 
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pas autre chose que de traduire ses résultats dans le langage de la théorie 
des fonctions aléatoires. 


LES FONCTIONS ALÉATOIRES STATIONNAIRES CONTINUES (!) 
18. COEFFICIENT DE CORRÉLATION. 


En se bornant aux moments d’ordre 9, une fonction aléatoire station- 
naire Ug(¢) est caractérisée par les conditions : 


(11) Ut, E)= 0 
(13) | UG, Ey = Us 
_ (4) UG, E) Uh, E) = US R(A) 
Le coefficient de corrélation R (k) satisfait évidemment aux équations : 
[R(h)| <4 
(15) R(0) = 1. 
(16) AS en (à 
THÉORÈME. — Pour que Ug(t) soit continue en moyenne quadratique — 
pour toute valeur de t il faut et suffit que 
(33) R(+ 0)=1 


si celle condition est sutisfaile la continutlé est uniforme -pour 
—x <t<+oæ 


(1) En imposant la continuité à la fonction aléatoire stationnaire, on élimine a priori 

le cas : 
R(h) = 0 h+40 

qui se présente cependant trés naturellement 4l’esprit si l’on conçoit les vitesses en deux 
instants distincts ¢ et  -} k comme statistiquement indépendantes. L'étude de ce cas per- 
mettrait sans doute d'établir un lien entre les idées développées dans ce travail et la 
théorie, à première vue toute différente, des fonctions aléatoires conçue par Paul Levy [13] 
et Harald Cramér [3]. Soient X,(f) l'abscisse d’une particule à l'instant ¢ et Yq (t,t) = 


X¢ {TE ) — X. (t) son déplacement pendant l'intervalle [t, t + t] (voir plus loin au 
n° 37); dans l'« homogeneous random process» de H Cramér Xe (tr) et Yg (t,t) ‘sous 


considérées comme deux variables aléatoires indépendantes, quéls que soient t et ‘ts en 
outre la fonction des probabilités totales de: Ye (t, +) est suppôséé indépendante de #15 


L'étude de ce cas exclus par I’hypothése de la continuité serait probablement la source 
de rapprochements fructueux avec le travail fondamental de:A. Khintchine [11]. 
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Suet PMR 4 wel) 2, 5 MA TOR 
nous obtenons : — à toux E FÉVR AR CES 
> : > w KE a esky 
(85) (RW) —R(AYE <2 RG AN pe: 
l'inégalité : | AW hl oe ree ee 
entrainé donc. 7 Fasting à a feet Me, jé. 


RG) SRE NN 


a GoROLLATRE. Sey ye cette cotone Ri Mtnuiteus ef Inaesqer AFH 
+ Fa 8. 

. RG) À | sys À 
sur un intervalle fini 0 < k LH, ealte condition reste pecan | pour 
toute valeur'deh. is | is ih atonal 
“En effet ea eis que h' décrit l'intervalle CE os We < 2H et” prenons : . 
how —H, | | 2 

IR) —AI < ns ie er 
Comme RC) est continu, il en résulte sae ony = 1 pour: fr = EU 
ét'ainsi de suite. 3 wie] & roa 


. Cette simple, remarque. BR we: me Te choisie par. certains 
autehad dans l'étude de Ja. turbulence : ego) :&iliedou ash hoitsi 


27008 Sh losasig wlorg io R(h)=4 ti} SF 0. +: Lio 19 Sh eka 
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e419) Ta¥orime (Khintchine:[40)). — Pour que R(h) soitilé coefficient 
de corrélation d’une fonction aléatoire Uc g(t) stationnaire et continue; il 


faut et il suffit qu’il existe une fonction F(w) monotone non décroissante > 
FR) 0 9. Sthoæ)=1 gon) 
delle que R(h) soit égal à Vintégrale de Fourier-Stieltjes ©. 


+o 
(36) | R(h) al, cos wh d&(w) 
ef Tee oF TH. 2 TERR ET 1e CLOSE 

Ce théorème est fondamental ; pour démontrer que la condition est 
suffisante il suffit de considérer l'exemple du n° 15 ; ayant choisi arbitraire- 
ment la fonction des probabilités totales ¥(w) de la fréquence 2 nous 
avons établi que le coefficient de corrélation de la fonction , Aleaialre (17) 
s’exprimait précisément par l'intégrale (36). - Te 

Pour démontrer que la condition est nécessaire, il ‘suffit . prouver, 
d’après les propriétés de l'intégrale de Fourier-Stieltjes établies par 
S. Bochner ([2] p. 74) que le coefficient de corrélation R(h) est :une fonc- 
tion « définie positive », c’est-à-dire que pour tout: système de nombres 
complexes (x, + 27), +. (@,,+ iy,,), on aquel que soit hj, +. h,,': 


E(x; + 69) (ay, — dy) RC; — hy) PU. 
J Ex iy. 


::20. FONCTION .SPECTRALE. °° ino? # subnet ‘= srua 
Dans la théorie de la turbulence, la variable w représentant une fré- 
quence, on peut évidemment se borner aux valeurs positives ou nulles de, 
w ; nous désignérons donc désormais sous le nom de fonction spectrale 
toute fonction &( w) vérifiant les conditions : ‘3 
4° $(w) est une fonction monotone non décroissante. 
2 (w)—0 pour w<0 
od E(+o)—=1, d'a 


«La formule fondamentale peut alors s écrire - 


| + | 
@D ‘ i R= cose hd Ha) 


M4 5 


“La fonction Fw) possède au plus u une infinité dénombrable dé discon- 
tinüités, toutes de première espèce ; afin qu elle puisse s’identifier avec, 
une fonction des probabilités totales, nous la supposerons toujours con- 
tinue à gauche : 

(38 Ish ee is eso ge F(w) 


(rif FI : TIR 


) L'AILE D 
09 241 inh wok syolos 


Gs ani y 
ns 


On: a dément 4 as ih ali teens SD dy vs trot (aya oy LE 


EN n HE > aw LL 4 et ~ tin (ae, À 
nn Era ‘le file w, est taitéent une discontinuité. La série te A; est con- L 


Ron à his : Line fau aniesed 0) 


" mn 


Se 


“ty 


ne nor 


Mt à amsn dant ts, génie Go Me a ai 


La raat nadhetä ré F(w) peut se décomposer ‘sous là forme de vf 
_ somme de fo fonctions : 


(9) 1 F(w) = F,(w) + 5, (uw) | 
Fu 61 étant une fonction monotone non décroissante uniformément con- 
tinue dans (— © ,+%) 


#,(w) étant une fonction nionotoué non décroissante en escalier, la fonc: 
tion des sauts, définie par : 


(43) F,(w) = A,+ 2A, 
la somme 2’ étant étendue à toutes les discontinuités w, pour dés 
W, < Ww. 


On sait en Are que, d’après M. de La Vallée Poussin, la fonction con- 
tinue F,(w) peut elle-même se décomposer en deux parties : 


(44) F,(w) = f fQ) dh + (w) ; 


la fonction f(A) étant > 0 V’intégrale indéfinie est une fonction mofiotone 
absolument continue ; la fonction #,(w) est aussi monotone et continue, 
mais non absolument continue ; elle a sa dérivée nulle presque partout. 
La fonction (uw) caractérisant la distribution statistique de l’énergié 
cinétique, nous emploierons les locutions suivantes : 
as F,(w) définit le spectre. de rates; une raie est constituée par une 
discontinuité de 4* espéce apportant dans Vénergie cinétique la contri-. 
bution . ee | À sat | 
his A; ' + ih 1j 
F.(w) définit le spectre de bandes ; tout intervalle “fas, w’] tel qué) 
F,(w") — F,(w’) > 0 


L ho an 
TA 


“4 vad IL “wl eh! - ‘are 3 
| B igi! EXEMPLES. var et ik ed #: = 
“4 us F(+ 0) =1 tué A+ j sg i 


fr 


co" Hart vba De si cs 1 state ee = 
‘ “a Re a 


mppaine aeconnats d’une seule raie w=0 | té vis ti yes te j ; 
GBV ition RW)=1 | a 160 ran (rat ‘nal Es 
24 _ FW)=0 w<uw Fw,+0)= i sé 
le spectre se compose d’une seule raie 5 W, pe 
7 R(h) = cos wh | à 
Bo | F(w) = = 0<w<a 


_ Le spectre se compose d’une seule bande [0, a] avec une densité uni- 
é; P Le: 


2 _ forme f(w) = : dans toute la bande. ÿ dit 


4 mn = 

_ (46) R()= 

“4 ety mn À f 4— cos Xt fe 

A 4 F(w) == ’ Sn A0 EAP 

4 ÿ 

1 le spectre se compose d’une seule bande s'étendant à Pinfini avec ps 
ne 

ca 

ie 9 1 — cos Wt 


Aw) = mg 


* nous retrouvons le coefficient de corrélation du n° 46 : 


4 (26) R(h) = ai ou 0 selon LBL SF otc Ti 
«ee # Bas fa) dx Em _f{w) it 


: dans la bande unique qui compose ce spectre la densité d'énergie va 


| 22. Coivecence UNIFORME. nt, 
_ Il est important de remarquer que l'intégrale de Poulter 4 
uniformément par rapport à 3 Tiree? en posant : (x entier po 
b == (0 ÊL -(w) se 


(49) ee = cos wh da) 


al à 0 LA HL S40 HE Ba EU 


il vient | Saye ect GDH 


+O» : 4 
R(h) =R, (4) = i cos wh d F(w) 


Degg Visuel siti 848 ES ANT ohne, : pnn'h 6200 oe 130 À 
| R(A)—B, (a) pea ESS ORDRES 
On a donc y nl A à 
(50) |R(A) — R,(h)|<e 


dès que n > N(e), quel que soit À . 


28. FORMULE D'INVERSION. à é 


R Stas “> ahs 
Une formule Winversion due à Paul ee (voir S. pote FA, ne 66). 

permet de calculer la fonction spectrale quand on connaît le coefficient de 

corrélation. En effet, en introduisant la. fonction conjuguée de R(A) — 


% 


(51) sa fT sin whd Fw) 34 Hi rLH040T NO 
on obtient la formule valable pour toutes les valeurs de us du de) | 


(0+ 0)+ 50) — 5 off [res jus 


ou, en tenant compte de ce. que F(w) = “0 pour Ww < < 0, on, en déduit, la, 


ae 


ae 


Be 
f, 
4 
cr 


om AM — 


formule valable seulement pour w> 0, mais qui ne contient plus S(h) : 


# 


Œ +o : 
(52) | F(w+ 0) +F(w) = + | — USK (6) ds: 
en tout point de continuité de la fonction spectrale, on a.en particulier .. 
{5B)o 825 it StF (ew) = fre gain eRe) as. 

a 


Il y a d’ailleurs une grande différence au point es vue pratique entre 
les deux formules réciproques (37) et (52) ; la fonction spectrale est assu- 
jettie seulement à être monotone non décroissante ; quand on l’a choisie 

R(h) est certainement un ‘coefficient de corrélation ; par contre, Rh) 
n’est pas une fonction continue quelconque - soumise’ seulement” à (15) et 
(46) ; si l’on choisissait arbitrairement une telle fonction, la formule (59) 


D ve donnerait pas en général pour #(w) une fonction spectrale ; il faut que 


RU 


R (h) soit « définie positive », condition qu’il est souvent malaisé de vérifier 
sur un exemple donné. 
24. DÉRIVÉES DU COEFFICIENT DE CORRÉLATION. 


THÉORÈME. — Si l'intégrale 


eu 


(54) ) ‘ | 6 way dS (w) 


(j entier positif) est finie, R(h) admet pour toute Lge ae h des dérivées 


jusqu'à ordre j, données par la formule: ’ 4} at ies 


co 


(55) R® (h) =f 4 “i (cos wh) dF (w) 
En effet, la fonction R,,(A) définie par (49) est indéfiniment dérivable ; 


| : a eee 


d ie Piz : { 4 . 53% fz ; M, TDR ht Hes 
Hoteail aon [BEM RPG) | < fo ‘wld. (ui): ol : Gil soins 
Ta ‘suite des dérivées R™(h) converge don ‘uniformément pour k Ne i : 
comme ces dérivées sont évidemment des fonctions continues, la propo- 
sition est démontrée. 

En particulier, on.a pour Irecsleux nrenniétea A ORI TRE IR GRÉ BF 


| { \ He HET mt zs 117 
(5) of 7 Best Sy; ‘RY (Hh) = =f Mt wy sin wh d Cu) ig OG 
ve AO PSG) Li FALHOMSTHER où. 


LS PRE ES 
Se 


+ «0 
(55") RM(h) = — [ut cos wh AF (w) 


~ 9 


= 179 — | 
= Taylor avait utilisé un cas très particulier de (55) ey ohn 
RO) = +f © wt f{w) du 
en supposant toujours Pexivtencd d’une densité d’énergié. 


Rewarques. — 4° Si le spectre est borné, c’est-à-dire s’il existe un 
nombre positif fini à tel que 
F(a) = 1 
les conditions du théorème sont toujours remplies. à 10 TS 

® Dans l'exemple 4 du n° 21 la condition (54) n’est remplie pour aucune 
valeur positive de j; le coefficient de corrélation n’admet pas de dérivées 
pour h = 0 et pour A =t. | 

Taéorèue. — Si l'intégrale (54) est finie pour j= 2, la fonction aléa- 
loire Us(t) admet une dérivée aléatoire Us(t) dont les moments d'ordre 1 
el 2 ont respectivement pour valeur : ; 

c+ @ 
(CON A: | w> dF (w) 


En effet, en vertu de Ja formule (34), le moment 


Puce in sy si 
h _ o 
E 


h? 


est borné ; or, la dérivée aléatoire est, pour toute valeur de ¢, la limite 
aléatoire de 
Us (+ h) — Ug(t) 
| + h k 
d’après le théorème du n° 9 les moments d’ordre 1 et 2 de cette fonction 
tendent donc respectivement vers les moments correspondants de la dérivée 
aléatoire Ug(¢) ; le moment d'ordre 4 étant toujours nul, a pour limite 0 ; 


le moment d’ordre 2 a même limite que 2U; AU c’est-à-dire 


A? 
= U? R"(0). 


25. D&cOMPOSITION DU COEFFICIENT DE CORRELATION. 
A la décomposition de la fonction spectrale en deux fonctions monotones 


continue et discontinue, correspond une décomposition du coefficient dé 


corrélation sous la forme 


(56) RCA) = R,(4) + R,(h) 


ee ee 
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(57) flee a Rhy es f D cos wh de (ui) 
(58) R,(h) = i sae cos wh d&,(w) 


on peut d’ailleurs décomposer la première composante elle-même d’après 
la formule (44) : j | 
c+ 


+0 © | 
69) RA) = { cos wh'A(w) dus + | cos wh dF,(w) . 


THÉORÈME. — La composante R,(h) est une fonction quasi-périodique 
de h représentée par la série absolument et uniformément convergente : 


4 +0 
(60) R,(4) = A,+ ZX A;cosw,h. 
al 


C’est une conséquence immédiate de la définition de &,; il résulte de 
cette proposition que, si le spectre de la turbulence ne comportait que 
des raies, ce qui entraine 

R(h) = R,(h) 


R(h) ne tendrait vers aucune limite quand h —- + >; or, dans tous les 
cas (mesures en soufflerie avec des appareils à fil chaud) où on a pu 
déterminer expérimentalement R (jh), celui-ci tend rapidement vers O, en 
décroissant continuellement. Cette remarque constitue une premiére 
présomption pour l’importance du réle des bandes ; il convient d’en rap- 
procher cette conséquence immédiate du théorème de Riemann-Lebesgue : 
Si le spectre se compose uniquement de bandes possédant une densité 


d'énergie : 


2 F,(w) ap 0 F,(w) a 0 
3 
(61) R(h) = | cos wh f(w) dw 
on a toujours 
lim R(k) = 0. 
h-+>-+® 


Les propositions classiques concernant l’intégrale de Fourier et les 
fonctions quasi-périodiques (S. Bochner [2] pp. 77 à 81) se traduisent 
directement par les très importants résultats suivants : 

4° 


(62) 


lim rid R (s) cos As ds = F(A + 6) — FA) 
H—> +0 H. a 


a 


ie wi 


Laie Man bottled 


a nomilre positif fini etal 
(65) DU im | 


i candi, fie 


: teen et bina | 
déduit: ; : | 
Picci gH Tf ROMS, tim RO ) 
ih stad: a moines él vs © sik isisotend ‘abs gies À aan’ ‘$s 
_Tmtorime.: — oe que le spectre.ne SE aucune ruie, il faut et il 
: suffit que : EN sniniag fu ps5 ote ob 
; : : 2 _ 
(67) : Z tim 1 rf RO = 


f eS 9) Si 

Les quelques curate i menace ete dispose, où, LR (hi) « est sb a 
minée pour 10 ou 42 valeurs de h, Blaha Pidée dune. déeroiseanee 
très rapide.de R(h)? ; dans la. mesure où la décroissance de ces, Beaty 
permet de: conclure à- la vérification. de. (67), on peut affirmer L mer que: | 
spectre de ba turbulence des souffleries éludiées. ne pr ésente que ‘des bandes 

0M Slutsky [18] a. étudié récemment d’une. manière, approfondie, ‘Tes! 
fonctions aléatoires dont le spectre ne comprend que des | rales; sé 
résultats, trés intéressants en eux-mémes, semblent done devoir étre peu 
fructueux pour étude de la turbulence ; il n’y à pas lieu de les exposer ici. | 
_ Je me contenterai de former un exemple qui donne un apercu asse 
suggestif des circonstances se présentant ‘lorsque R (h) est une fonctio 0 
périodique. nroksüt ow 

Soit (a, 8) une fonction définie pour —æ <a < + % i 0 <B<i 
soumise seulement aux conditions suivantes : : 

oat” alle.est. périodique en a: p(a + sa Qs = p(a, 8}; TR 
, 2°. son. carré est sommable., : _ ike Sei 2 NS 

Sans diminuer sa généralité, : nous. pouvons supposer : DITS LT 


ture 


154 Jaute)51913ib, 
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c Une conséquence je E ff théorème ap Parseval gore L con- à 

vergence de la série des A, : 


i +d 
” 


» à 
‘ioe 


_ Soit d’autre part A et B deux variables aléatoires indépendantes prenant 
avec une Poe uniforme toute valeur entre 0 et 1 : 

i ‘Prob [A*< a] =a © Veh) <a <1, 

I Prob [B < 8] = 8 0X uy aisloses fi ommmod 
4 La fonction aléatoire | 


t ?. 
à = f 


AC gs p(t+ A, B) 


Fest stationnaire et continue en moyenne giadvatique: 

En effet, dans les intégrales doubles donnant les valeurs D eobaDtes de 
_ UQE), Ut, E)’ et U(, E) U(@¢+ A, B), il suffit, en vertu de la périodicité 
- de ota, 8), de remplacer pt i a, 8) par 0a, 8) pour Hi Due 
4 tement : | 
4 U(t, E) E) = Ye 

D U(t, E)° = 


UG, D UG + À, ivan’ i Le ee B) du dB . 


Le coefficient de corrélation est évidemment Ldarque | 
bis 4 Mss = k@ : 


‘il est continu, CAR QUE a ee ae 


2[4 re, o [p(h + a, SET ct, EF, | onal 


ee ee Ee eee Sy D oe toi ” 
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or, d'après un théorème de H. Lesescue, le carré de p(o, 8) étant som- — 
mable, l'intégrale tend vers 0 avec h. _ 
Sur chaque épreuve E, la fonction aléatoire est périodique en ¢ 


Ud +1, E) = Ut, E) ; 


remarquons, en passant, que malgré la continuité aléatoire, sur chaque 
épreuve U(t, E) sera discontinue pour toute valeur de ¢, si on choisit 
pour @(a, B) une fonction totalement discontinue de a. Les coefficients de | 
Fourier (') de la fonction périodique U(é, E) seront des variables aléatoires, 
définies sur l’épreuve où A = a et B — $ par les relations : | 
| 


{ 
! 
1 | 
a,(E) = u, | p(s + a, 8) ds = U, f,(8) } 


1 


| 1 
a, (E) = aU, | p(s + a, B) cos 2n ts ds 


= U,|f,(B) cos 2n ma + g,(B) sin Qn Tr | 


1 
b,(E) = au, | o(s + a, B) sin Qn ms ds 
= U, [— f,(B) sin 2n ma + g,(B) cos 2n Ta]. 


Comme il est clair que 


cos In TA = sin Yn TWA = 0 


sin 2n TA cos 2n TWA — 0 


cos* In TA = sin? An TA = 


et comme les variables aléatoires A et B sont indépendantes, on obtient 
immédiatement les valeurs probables des coefficients de Fourier aléatoires : 


a,(E) = 0 

a, (E) = USA, 

a, Œ) = b,(E) = 0 

a (E) : 6,(E) = 0 

a, Œ = b,(E)? = UPA, | 


(1) Bien entendu, la série de Fourier de U(t, E) sera divergente s’il en est ainsi de celle 
de p(a, B), ce qui sera le cas général si on n’ajoute pas d’autres hypothèses à celles que 
nous avons faites sur (a, B). 


Pa 
{À furet) 
21007 451 


| R(s) cos sof vu B)| it a+ a, p) os va] a ri 
"aT \ Te een sm 
tab aie, rue 
RE Mihaus do re (a est donc représentable par la série de Fourier 
Phsokaenens et uniformément convergente : Ex. air -wS0 Se 


R(A) =A, + à An cos In Th. 


aa ph spectre de la fonction aléatoire se compose des raies 
uw, = 2am n= 0,4, 2, ... gers vf 7 


ayant pour intensilé U? fA kor dang Pépreuve E, l’énergie moyenne . AOF 
correspondant à la fréquence w, SE une période [t, LA] a éndEns à . 
ment pour valeur : 


Ua, (E} , À U2 fa (E) + 4, (E)] n=4,2,... 


_ En’se reportant au tableau des valeurs probables de a,,(E) et 6,(E), on 
. obtient cette interprétation remarquable : énergie U2 A,, correspondant 
_ à la raie w, est égale à la valeur-prohable de l'énergie moyenne due à cette 
_ même fréquence duns chaque épreuve K. 


26. CONTINUITÉ ET DÉRIVABILITÉ DE LA FONCTION SPECTRALE. 

La formule d’inversion (52) permet d’obtenir un résultat voisin de celui 
wexpr ime (67) pour la continuité de #(w) et en outre de donner aussi. 
une’condition suffisante pour l’existence de la densité d'énergie f(w). 


(h) 


TaéorèmME. — Si la fonction au est absolument intégrable dans l’in- 


tervälle (H,+ )(H nombre positif arbitraire), la Pete spectrale S(w) 
est continue pour toute valeur de w. 
En effet, » désignant un entier positif arbitraire poséna (w > 0) 


, t 
zr 
| 
; 


Fw) =| ER, 


LIX, I 
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| 5, (w):est:évidemment une fonction continue de w ; or : 


AUS &.(u) = aes SMW ERG) ds 


| 5, (0) — i AFRO a ie 


En raison mite Phypathisee faite sur Deer de | R(h)| : h, le second 


membre peut être rendu <€ dès que m, n sont supérieurs à un nombre 
bien déterminé N(e) ; la suite des fonctions &,,(w) converge donc unifor- 
mément pour 0 < w <-+ co ; la fonction F(w), limite de cette suite ae 
0 <w < + (d’après 52) at donc continué pour toutes les valeurs de w, 
puisqu'on sait d’autre part Hi est nulle pour w <0. 


THEOREME. — Si lu fonction R(h) ¢ est meet intégrable dans l’inter- 
valle (0,—), la fonction spectrale F(w) est continue et possède une 
dérivée première continue f(w) pour 0 < w < +. 


Posons : à eu ON) 


f,(w) =: ("cos ws R(s) ds 
il est clair que l’on a 
| F/(w) =f,(w) 
Or: 
fm (u)— fu) |< 2( [Rds 


De l’hypothèse faite sur l’intégrabilité de | R(A)| résulte comme pour le 
théorème précédent la convergence uniforme de f,(w) vers sa limite : 


(68) ut f(w) = ae cos ws R (s) ds 


Par ailleurs f, étant évidemment une fonction continue de w, un 
théorème classique permet de conclure que S(w) a pour 0 <w <+ 0 


une dérivée égale à la fonction continue f(w).-Pour w < 0, elle a évidem- 
ment une dérivée nulle ; pour w= 0, elle a une dérivée. à gauche nulle,,. 


une dérivée ‘à droite égale. a (0) ; elle n’a de dérivée en ce point que si 
f(0) = 0. De la formule (68) on tire : 


W— +0 


(69) lim abs. =f(0 2s 2" R(s) ds 
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qui a été soumise à un essai de vérification numérique par G. I, Tavtor 
dans un cas où on avait déterminé expérimentalement la fonction: densité: 
d'énergie et le coefficient de corrélation ([23], p. 480), | 


Il est intéressant de noter que dans tous les cas où on a mesuré jusqu’à 
présent R(k) on l’a toujours trouvé positif et si rapidement décroissant 
que l’intégrale (69) a une valeur numérique finie ; dans la mesure où ces 
constatations faites sur des courbes déterminées par un petit nombre de 
points sont légitimes, elles conduisent à affirmer que R (h) est absolument 
intégrable et par conséquent non seulement que le spectre de la turbulence 
ne contient que des bandes, mais encore que la densité d’énergie est bien 
déterminée. | (FE à 


+ Remarque : Des calculs identiques permettent de prouver que si h* R(h) 
~ (k entier positif) est absolument intégrable dans l'intervalle (0, +o). 
¥(w) admet une dérivée d’ordre k + 1, continue pour 0 < w < + 00 


k-+1) @) D (te. dk 
FH (wy =f OI] A (cos ws) R(s) ds 


27. COMPOSITION DE DEUX MOUVEMENTS D’AGITATION. 


La décomposition du coefficient de corrélation effectuée au n° 25, d’un 
caractére purement analytique basé sur la nature des diverses composantes 
de la fonction spectrale, peut étre trés utilement éclairée par les remarques 
suivantes qui permettent par une composition de mouvements d’agitation 
de construire de nouveaux mouvements d’agitation où le coefficient de 
corrélation est la somme ou le produit des coefficients de corrélation des 
composantes. hel 

Soient &, et 6, deux ensembles d’événements E, et E, statistiquement 
indépendants, c’est-à-dire tels que la connaissance de la réalisation d’un 
événement E, de &, ne modifie pas la probabilité que possède n importe 
quel événement E, de 6, de se réaliser et réciproquement ; gonsidérons 
l'ensemble @ d'événements E dont chacun réside dans la réalisation d’un 
événement E, de &, et d’un événement E, de &. 

Soient .Xg, et Yg, deux variables aléatoires définies respectivement sur 


&. et &, : leur somme et leur produit sont définis sur & ; on sait que 
1 29 = 


Byise U2 R, (4) 
. Ed d'a w'e : ie conta AE 
Cu “és HÉORÈME. — La somme ou le produit des deve 


| pace i 
a ME Dir définies sur E par : Hiéaretestn PTS 4 


ou 


UGH =U BD - UGE) - 


est une fonction aléatoire stationnaire. 
4° Somme. On a, en effet, en posant pour abréger : 
| U.GE)=X  UG+hE)=X; 
BOE)=Y UGHRE)=X 
UGB =X+¥=0 
UG EX + NY + F 
=V+X.Y+Y 
= ue U; 
U(, FE) UG+ A, E) = XX, + XY, + X,Y+ VY 
=XX,+%.¥,4X%,.¥+VY 
= UTR, (4) + Us R, (A). 
Le coefficient de corrélation de la somme a donc pour valeur : 


Ui R, (h) + UZ R, (A) 


(72) R(h) = ai 


are Ut, E)= U ( E)+ U. (4, E,) Mah edt Li GE Eu) LA 


i F 0 a | 


plis Ver Sha hat 


=the à | 


is TR. y -X.Y= 0 
UGE = XY =X. T= uv 4 = te 
SCD UC. 5 ES veu + à A 


EF hee R Poe alee te RE 
Le coëtficient de corrélation du produit a donc pour valeur : 
_ (74) R(h) = R, (A) R, (h) 


En outre une propriété connue de l’intégrale de Fourier (Bochner (2, 
p. 67) conduit directement à la relation liant des fonctions spectrales : 


À Fu) =f #u-— has) 
Remarque : Par récurrence le théorème s’étend immédiatement à la 


- Somme ou au produit de # fonctions aléatoires stationnaires définies sur 
_ des ensémbles 6, , … 6, indépendaiits. 


28. EXEMPLES. 
4° — Considérons les fonctions aléatoires stationnaires 


4 V cos (Qt + D), ft + B, A) | 
a étudiées respectivement aux n°45 et 16; l’événement E, consiste à choisir 
4 des valeurs particulières pour les variables aléatoires V, &, ®, l’événe- 
ment E, à faire la même opération pour les variables aléatoires A et B. 
- Comme V, 2, ® d’une part, A, B, d’autre part sont indépendantes, pour 
que E, et E, soient des événements indépendants il suffit de supposer qué 
les cing Senne aléatoires 

L A, B, V, 2, ® 

‘ sont indépendantes entre elles. Si l’on fait cette hypothèse les deux fonc- 


tions aléatoires 


V cos (Qt + D) + f(t+ B, A) 


V cos (Qt +) . f(t+B, A) 
sont stationnaires et leurs coefficients de corrélation sont donnés par les 
formules (72) et (74). 


et 


Da Lies aléatoires 
même manière que |: 
struite à partir de A, B, ee os nt ion a le 
Pees. | RORY eeoeflinient de ne pour valeur : Ppa 


BR, jth) = LME gite oO selon mel {hi Be ou <1 9 Po: 


lont#-258 Tach wetohy tagrib sin hwae (54 aq 
ees la sare aléatoire : =. 


(76) | UG CETTE TUE 


ie | i ek t 


{ONE 


dans i eapvonent turbulent qu ’elle définit une particule est ‘animée “dun un. 
mouvement brownien où sa eee prend les 2° valeurs constantes : eS 


T=. Ut IE. LU, à 


initia iota Re hl NCIS) — 
t { aka yt Le ti 1 — | 
220. nn patent ae atl | +). 7 * 
Maio +f \ ct TAS ee 3 og U; 4} : au ZN SORA 


tty 


sit 


Ona: 


= « “1 È 
SOIT fa ~ “SA bos By 


où le coefficient, €; doit être pris égal à à 4 si Ini < T; eta 08 i fh > b> 
La fonction n aléatoire Us @ n radmet’ ‘pas de dérivée aléatoire nie on a 


mee Tee. 4 
ior niniginale aalleiipe prio pal 
2 a Me * +4 . ' xi 
é V 
\ a t 
fads 
£ re 
FiO 
ee 
Ie 
rT 2 il a Le 
\ La * 
! ‘ r ¥ 
St wor * fuente Ame < i ae mame oe "4 : Cri 
SIT TRU MOD 20e néons d aly simainilliune sr Ÿ HSE : 
1 . [ER Hi a $ sui SEL 1 s ¢ : 17) 8} dr 
AX - : 2 
exh \) S6itiF 1) 
\ if À 
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a Silushickat'ys _ LA DISPERSION | DES, PARTOULES 


29. cere DES PARTICULES. 


Nous supposerons désormais que la fonction sushi Ve (0) est mesu- 
-rable, en donnant a ce mot le sens indiqué dans la note du n° 13; cette 
hypothèse entraîne de très importantes conséquences. 


THÉORÈME. — Si la fonction aléatoire stationnaire Ug(t) esi meswrable, 
la fonction U(t, E) est à carré sommable sur tout intervalle [a, b] pour 
presque toutes les épreuves E. a" 

Cette proposition fondamentale est une simple application du théoréme 
du n° 13 à la fonction U(t, E)?, dont la valeur prebable est une G COns tue 


lef à 


 THÉORÈME. — Les inlégr Bete! 


a . 
- : Sala [ 2 U(s, E) ds 


1 b 
7)? ds 
b 5) U6.5) ds 


-b 
ros | U(s, E) U(s +4, E) ds 
ont respectivement pour valeurs probables : 
0, U, US R(h). 

Les deux premiers résultats découlent immédiatement des formules (9) 
et (10) ; pour justifier le troisième, il suffit d'appliquer (10) à la fonction 
[U(t + h,E) — U(,E)}, dont la valeur probable est d’après (34jila 
constante 2U°[1 — R(h)]. 

Si nous continuons à considérer U(t) comme représentant les vitesses 
d’agitation dans une turbulence linéaire homogène, l'épreuve E consistant 
(à choisir une particule et à. la suivre quand { varie de-—o« à +00, le 
arme de cette particule dans. l'intervalle [0, ¢] sera évidemment 


définie par : 
8) | ‘ Ra E) = fun AE 


Cette SRE ‘définit, sauf au. plus, peut-être. ‘pour un ‘ensemble 
sb E de probabilité totale nulle, une fonction aléatoire. Xg(t) . 
~ Nous allons étudier. les propriétés. des moments d'ordre: un et deux a3 


“cètte nouvelle fonction aléatoire. :: ede 


_— 


| AN Fe 
.. ; aston +6) ul fs fy F051 hf —EGH=! ml ht vs Cr MST 


sk 81. Moment D'ORDRE Qo DÉPLAGEMENT. A. nl re LR Au 


k ] 


“en mettant le produit des deux intégrales simples sous la forme d'une 
_ intégrale double. En remarquant que, d’après (13) — 


ve ais, RENE 1 og 
iP dt 

nou” ALL mé: 
pacs 450 LL eni nb ont tevin oxhdiog 


24e" 1 > 


Hub len°2%Mona: 
Li St bth jie ocusaaat nS 


On peut évidemment écrire : ASW GOAT Na at eo 


5 pied 4 


vs nage By ds SR Nees 


bore he 


UG, E) U(s,, Ë) =URG, — §) 
on obtient la formule fondamentale due à Taylor ([21] p. 207) : 


ies, t 
(79) XGH= Uf [RE — 6) ads, ds. 
TaéoRÈME. — Le moment d’ordre 2, qui définit la dispersion des parit- 


cules, est une fonction de t, continue et possédant une dérivée première et 
une dérivée seconde continues pour —æ <t<+5. 


(80) KG, = 2 u [ « Sa hae 
GK) ain panini ds 
(82) = (t, E) = ot R(t). 


La fonction R(h) étant continue, la continuité de l'intégrale double (79) - 
est évidente; en dérivant une premiére fois cette intégrale on obtient 


£XG B= Ue | R(s,— +) ds, + U2 (RG) ds, 


en remplaçant { —s, et { —s, pars eten tenant compte de la parité de 
R(A) on obtient directement (81) ; la formule (82) est tine conséquénce 
évidente de (81). | 
Or, la formule (82) donnant la valeur de la dérivée seconde de la dis- 
persion, les formules (79) et (81) prouvant d’autre part que la dispersion 


dc , utilisée pa ans to 
plus commode pour mettre en relief les prof 


dispersion. a NT ER 2 à 


| Ton. — La RER el ses deux dérivées premières s exprime a 3 
ne moyen de ji fonction spectrale par les formules UE = 


roman’ 1 — cos COS wh a & (ui Pi 


k o sa A 
Le z en? 


“XG £)? = auf” sin SL URETS w) 


+ 
“XCD Ea ue [ cos wt aS (w) , 


Il suffit de remplacer R(h) par son expréssion (37) dans les intégrales 
_ (80), (81) et (82) et de remarquer qu’à cause de la convergence uniforme 
_ de l'intégrale de Fourier (n° 22), on a le droit d’intervertir les signes 
_ somme : | 


1 ik Got a — le es | { : FL du] Ee 
= if : if. ( Es S$) COS Ws ds | gga? ‘ 


Z 32. EXEMPLES. | 
L En reprenant dans le même ordre les six exemples du n° 21 : 
…  4°une seule raie w—0 
(86) : GB) vit : 
à 2° une seule raie w, > 0 
5 21 — cos w,t 
(87) FRS Bip Tae di ; 
3° une bande [0, a] avec la densité uniforme f(w) = = 
902 (41 —coswt , 
(88) X(t, E)? = ie i a ob dw ; 


wie ND t i 3 _ g— 

| jeu : ae gs === Son [fe en Ts ds — | ar ea 
33. BORNES INFERIEURE Er SUPÉRIEURE DE LA DISPERSION. Le | À 
lest Sie 
= THÉORÈME. — On a, quel que soil t, PE : 


(92) Teoh ET Ok Se RRS 


Remarquons d’abord que les deux bornes ne peuvent pas être resserrées 
davantage ; en effet, la formule (86) nous donne un exemple où la disper- 
sion atteint constamment ces deux bornes. 

- La seconde inégalité est une conséquence immédiate 2. (80) ; comme 


R(s) <4 
GED < aux [| (= 5) à. 


Nous tirerons la première inégalité de (83) en Pécrivant sous la forme 


am me 


FF SG re : bios 
(93) XE) = Ue | 9 (a) dF(w) 
en posant pe : —. 4 (18) 


per, 


on a tout d’abord, comme (x) > 0 


te 00 ee : ns “Qt PA 3) 
{ p(wt) dE (w) > | p (wt) dF(w), CE 


rep nia pour = 0. Par con uent, 
PAIE > j 150 & ine 48 i Te he 


o(w) dF (w) > (—) FD > G48 5 (+ Gywrabb te 
mme € est arbitraire, l'intégrale de Stieltjes « est supérieure. ou égale 
1B Ve . 


up sllevesial foot ensh 


84. recs DE LA DISPERSION POUR LES TRES PETITES VALEURS DE to) se 


; 


| THéonèME. — La dispersion peut se mettr e sous la ue 
QA) Ae au ROVE)? USE| GO 


Na. fonction 8(t) tendant vers 0 par valeurs positives quand t tend vers 0. 


En effet, en remplaçant s par st dans (80), on obtient : - op weg N … 


X GE} = ue aol as) ss RG] ae] 


ie 


_ posons : : 
a(t) af tte René 


de puisque 4 —R(h) est continu et s’annule pour h= 0, quel que Soit: €, 
il existe un oe d(E), tel que | h| < d(e) entraîne. 


RES (h) < 
_ Par conséquent, si LÉ | < d(€) 4 
ona + ‘ . 
1 0 < elt) < 2e doué. 
- Cette proposition a été énoncée par G. I. Taylor sous une forme un À peu 


la} 


moins précise ([21] p. 200). 


35. VALEUR DE LA DISPERSION POUR LES TRÈS GRANDES VALEURS DE ¢. 
Taéorème. — La dispersion peut se mettre sous la forme 
(95) XG, Ep = UP[#(4+0) +4] (Se) 
la Rue w(t) tendant vers 0, par valeurs posilives;: quand. LE Mn 

uh omom Joie NS 


5 da AIT 
ide , : f CR Ce A EN FRET FLE CLS) 
ou 3) 1 vi i H Pak ere SR G À | 


>.” Fr 
ts te) om 


a tout ‘intervalle o(u) < < 1 en outre, | 
(wi) < frau x FRE AMO AU ¥ 


> ented | en à 
y (D < PRE | 


quel que soit le nombre e> 0, on peut honiontt aah ius 
_ pour ARE . | Isis 44 


5-9) < $5. É 


L'étant choisi si on prend : 


SE 


Lu 


CUT ne 


2 a Mic 
PS P a fé 
on aura : F À RS 
w(t) <e. | 


THÉORÈME. — S'il exisle un nombre positif a tel que 
F(a) = V 


la dispersion reste bornée pour toute valeur de t. 
à. En effet, la formule (83) s’écrit dans ce cas : 


3 = + 00 
XG B= TI ae oe dl 
Qa 


dans l'intervalle (a, + 20) : 


uw? a? 

Donc : 
NS 5 (1.2 
(96) XG Hy <<. 


Cette remarque, très élémentaire, comporte @importantes conséquences ; 
en effet, même du simple point de vue qualificatif, un mouvement turbu- 


| Fw) > 0 a w>0 
iPon a: 5 (w) > 0 w>0 | 
5 ay ectre eanpore une bande dont ON dd gauche correspond À w=0. 
F (w)>O0 pour w > 0 
Ent F(+ 0) > 0 ; ; 
le spectre comporte lajraie w—0 8 i, lot} ab 
ou bien si F(+0)=0, . 
le spectre comporte une infinité de raies dans le voisinage de l’origine. = 


THÉORÈME. — Pour que la dispersion puisse se mettre sous la forme 
: (97) X(t, E)* = Ut x) 
_ La fonction x(t) tendant vers une limite finie quand t—+ 00, il faut et 


à al suffit que R(h) soit sommable par le procédé de Cesaro d’or an 1. 
En effet, on tire de (80) 


= = 2) (1—+) ) RG) as, 


* Pexistence de la limite de x(t) est la définition méme du procédé de 
a nation de Cesaro d’ordre 4. 

Si R(k) possède cette propriété, la dispersion croît comme é au lieu de 
croître comme 2”, ainsi qu’elle le fait dans le cas où &(+ 0) > 0. 


À THéorÈME. — Si hR(h) est absolument intégrable dans l'intervalle 
. (0, +æ)ona: 

(99) KG, E) = 2 U [At— B+ nO] 

Bow: 


+a HP | 
al R(s) ds B= | sR(s) ds 


la fonction n(t) tendant vers 0 quand t— + % . 
En effet on a d’aprés (80) 


n@=—At+ B+f (—9 R(s) ds 


ne ma connaissance on pes non a (GX Ta or 
ae! net i: partis, ci ca = propos hai sition 4 4} bmos drug rg sl 
Ls t a: 
oo Ur Yu de lim = QUA. “tity DA x RU 


LE LA] = 


> +a 


Sous la forme donnée le théorème précise ume condition a panel 

_ que:la dispersion soit asymptote à la droite QUG(At — B). . 
Il est extrémement remarquable | que. dans tous les cas où on. a “effective À 
ment mesuré la dispersion en fonction du temps les résultats pe Er 
taux se laissent bien représenter par une droite. ni 


Remarque. — Lorsque’ h R(h) est ET intégrable la recto 
spectrale ¥(w) est continue pour toutes les valeurs. de w et possède des 
dérivées première f(w) et seconde f’(w) continues wo a on hah ainsi pie 
pas Pa ats CUS (2 D- 485) : ts rt ‘noe 


P< {0 + FL) “Op & 4 amraot ” = 


=. ; t ++ dv “sth 
a 1 #1 


36. VITESSE} MOYENNE ; LOJ DES GRANDS NOMBRES. ne + ti) 


Si nous considérons la vitesse moyenne Ve) pendant ren à (0, th, 


définie sur l’épreuve E par : : 
#4 


VB => X(t, D=+ |. U(s, E) ds _ 


nous savons que — = 


— 19 — 


_Une proposition due à Khintchine [10] et, dont la démonstration a été: 
à. He par-Slutsky [18], permet de préciser davantage le comportement 
ay elt) + | Rs 


sat 
re 


| THÉORÈME. — Lorsque le spectre est continu à l’origine 
4 Dan Ch ee" 


LE i pie robabilité égale à 4 que la vitesse: moyenne V(t, EB). dune 

_ particule E tende vers 0 pour toute suite de valeurs t,, det. tendant,vers co. 

suffisamment rapidement. 7 ES ie 
En effet un calcul élémentaire donne : : 


VERRE) VE By = | Ê she open nl Au) 


x ? - 2 
: sin # sin pitted 
Puit CHR 
p} FAP ee 


Pintégrale tend vers 0 quand {—-o, uniformément par rapport à À, 
c’est-à-dire que | 


- (V(t + h, E) — V(E)F < « 
quan | 
; |t] > 2,6), quel que soit h. 


D'où, en vertu de l’inégalité de Bienaymé-Tchébycheff, 


€ 


Prob V(t-+ h, E) — Vit, E) | > n| <Z 1 


pour |¢| > ¢,(e). Le critère de Slutsky (n° 8) conduit immédiatement au 
théoréme. + | 

Khintchine a donné à cette propriété générale des fonctions station- 
naires continues le nom de loi des grands nombres, à cause de son analogie 
évidente avec la propriété de la moyenne arithmétique d’une suite de. 
variables aléatoires indépendantes ; elle nous donne un renseignement 
beaucoup plus précis que les résultats des numéros précédents ; sauf pour 
des particules rares (dont la probabilité totale est égale à 0), nous sommes 
certains que la vitesse moyenne pendant l'intervalle [0, ¢] tend vers 0, 
quand ¢ augmente indéfiniment. 

Nous avons ainsi un exemple d’une propriété établie d’abord pour une 
grandeur statistique qui se trouve vérifiée sur presque chaque épreuve 
pour une grandeur attachée à une particule. | 

Ce théorème jette une lumière trés vive sur lès rapports existants entre 
les hypothèses de Taylor et les nôtres : il donne, en effet, une condition 


suffisante pour que notre équation statistique nodised if: 


entraine sur presque toutes les épreuves E, 


t Ver, 
im V(, ©) — di +h U(s, E) ds = 0. 
AR i> + À 


Le point de départ de Taylor consistait précisément à supposer que 


cette dernière équation était vérifiée pour toutes les particules. 


37. DÉPLACEMENT D’UNE PARTICULE PENDANT UN INTERVALLE [T, T + {}. 
Dans les paragraphes précédents, nous n’avons considéré le déplace- 
_ ment d’une particule que pendant Vintervalle [0, £]; en étudiant son 
déplacement pendant un intervalle [t,t-+ {] d’origine arbitraire tT, on 
obtient des résultats remarquables qui jettent une lumière nouvelle sur 
les propriétés résultant de l'hypothèse de l’homogénéité de la turbulence. 
Soit 
(100) “Y(t, E) = X(T +4, FE) — XG, E) 


“t+ 
| U(s, E) ds 
T 


le déplacement d’une particule pendant l'intervalle [t,t + ¢]; c’est une 
fonction aléatoire Yg(¢, tT) de deux variables ¢ et 7 : 


THÉORÈME. — Le déplacement d’une particule pendant l'intervalle 
[t, T + t] est une fonction aléatoire stationnaire de t quel que soit t. 
En effet, il est d’abord’clair que 
(101) Y(t, t, EF) =0; 
un calcul identique à celui du n° 31 donne ensuite : 
THE ett 
T 


4B Apne 4, t 
Y( T,E) — LU? | | Rs, — s,) ds, ds, 
t . 


et at 
a. ue | | Rs; — s,) ds, ds,; 
“0 o fs 
d’où 
(102) YG, T, E)* SE X (4, E)° 
le moment d'ordre 2 de Y est indépendant de lorigine t de l'intervalle : 
comme on le voit, ce fait est une conséquence directe de l’existence du 


da de corrélation R (A), indépendant de ¢, pour la vitesse aléatoire 
g(t). 
© 


4 


he 


an 


+. 
1 
… ceci montre en passant que X(¢, E) n’est pas une fonction stationnaire, 
» car le second membre dépend à la fois de ¢ et det. Si on développe le 


—4193 — 


En développant le carré du premier membre, il vient immédiatement 3 
2X (tr, E) X(v+t, E) = X(t + ¢, BE)? + XG, E)’ — X(t, BE)? ; 


produit Y(¢,t, E) Y(¢,t-+ A, E), on obtient quatre termes de la forme 


4 _X (t,, E) X(¢,, E); en appliquant à chacun d’eux la formule précédente, on 


obtient : 


(103) 2Y(¢,t,E) Y(,t+h,E) = X(i-+h,k)?+ X(—h,E) — 2X(h, E)*. 


Comme le second membre est indépendant de +, le déplacement Ye(¢, 7) 
_ est bien une fonction stationnaire de t quel que soit ¢. En désignant par 


_ R(h,0) son coefficient de corrélation, on a 3 
(104) 2X(t, E)? R(h, 0 = XG+A, BE)? + XG— RE} 2X(,E): 
- La formule (80) permet d’exprimer R (h, f) sous la forme : 


fs (t — s)[R(s+ A) + R(s — A) ] ds 


. (105) Rae 


2 ( (t —s) R(s) ds © 


Le coefficient de corrélation R(h, t) du déplacement Yg(t, t) ne dépend 
donc, d’aprés cette formule, que des valeurs du coefficient de corrélation 
R(A) de Ug(é) dans Pintervalle [0, ¢ + A], en supposant À positif. 

D'ailleurs, en remplaçant R(h) par l’intégrale de Fourier-Stieltjes (37), 
on obtient immédiatement cette représentation spectrale de R (h, t) : | 


= + @ 
(106) R(A, t) = | cos wh dG (w, #) 
ou G(w,t) = 0 w < 0 
¢ 

et pour w > 0) 

RTE COS RES mes 

| Fr d#() 
Ge, t) a ash i 
[ 4 cos kl 5. 


0 
Pour chaque valeur de t, le spectre du déplacement Ye(t, t) considéré 
comme fonction aléatoire stationnaire de t est donc entièrement déterminé 
quand on connaît le spectre &(w) de la vitesse Ug(t) ; cette remarque 
révèle une liaison qu'il serait très fructueux d’approfondir, entre les 

vitesses et les déplacements dans une turbulence homogène. 
LIX, | 13 
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4, UNE PROPRIETE FONDAMENTALE DE LA FONCTION DE MAYEVSKI. 


Je rappelle que je nomme Théorie élémentaire celle qui repose sur les 
équations de Mayevski, et sur la solution auxiliaire de Magnus de Sparre, 
la Dérivation étant négligée. Je nomme mouvement élémentaire le mou- 
vement gyroscopique correspondant. Un autre mouvement gyroscopique 
sera dit mouvement général. 

Je vais considérer un mouvement général, et nous verrons que la 
fonction de Mayevski joue encore un rôle dans certains mouvements 
généraux. (est un fait très important. 

Écrivons la première équation du théorème du moment cinétique, sous 
sa forme générale, c’est-à-dire sans supposer que p est identiquement nul : 


(36) 2° — wxd + wPd — wJ sin y — à” + J'cosp=0. 


Il y a là deux approximations. D’abord la Dérivation est négligée. Par 
suite, l'emploi brutal de cette équation, avec le tir courbe, pourrait 


éntrainer des difficultés. Mais je considère, en général, exclusivement, le 
tir de plein fouet, au sens étroit, ou au sens large. Ensuite, j'ai substitué 


= Abie 


y’ ar. Il n’y a ici aucune difficulté, si la valeur de y est nulle ou petite. 
Or, je vais m'occuper des valeurs nulles de y’, que je ie ag pe Li. 
L’é équation générale prend alors la forme suivante : | 


(37) wPd — wi sin y = 0” — J’ cos. a 


Telle est la relation qui existe, au point A (Fig. 3), correspondant à un 
extremum de w, dans un mouvement d’oscillation. Si le mouvement 
gyroscopique est un mouvement élémentaire, on aura, au point À : 


o” = J cos uF, 
Pd=Jsiny. 


Cela signifie que la normale AB à la courbe (a), au point A, coincide 
avec AC, le point C étant le centre instantané de précession balistique, 
défini par la relation : 

C= a> 
C étant sur le demi-axe OH’. 

Prenons maintenant un mouvement général, avec certaines restrictions. 
Je fais des restrictions, qui sont naturelles au point de vue de la théorie 
de l'amortissement, que j’ai en vue, et qui sera examinée dans cette étude. 

Je suppose que OC est assez grand, relativement. Je veux dire que nous 
sommes assez loin de lorigine, sur la trajectoire, par exemple entre le 
sommet S et le point limite L. Dans ces conditions, la valeur de Q est très 
petite par rapport à la valeur de Q à l’origine, laquelle est très grande, 
de l’ordre de 1000, par exemple. 

En d’autres termes, je considère des extrema de w, eee ae de 


a zéro. Par exemple, ces extrema seront compris entre FT et + » ou bien 

EL AE À é ; 
entre —- c'e = Comme d'habitude, lorsque je donne un chiffre, il ne 
représente pas une limite infranchissable. I] marque seulement un certain 
ordre de grandeur. 

Regardons la relation (37), en tenant compte des conditions qui ont été 
définies, grosso modo. Nous sommes plus ou moins près du maximum 
de J, de sorte que le rapport J’ : J est extrêmement petit par rapport à 4. 
Et sin y est très nettement supérieur à zéro. 

Nous avons donc : 


. J’ cos y 
(38) J sny = 8 (4), 


et le terme J’ cos y est certainement négligeable dans la relation (37). Je 
suppose, en outre, que le mouvement gyroscopique est assez régulier ; 


c’est une nouvelle restriction, qui est essentielle. Pour préciser, je suppose 
que la condition ci-dessous est vérifiée au point A: — 


(39) | 0” | = B (wJ sin w) . 


Ceci ne représente pas une restriction contre nature, car la valeur de 
w sin w est bien supérieure à zéro. J’admets seulement que les. variations 
de à et de à’ sont lentes. 

Ayant fait ces restrictions, au sujet des extrema de y, et au sujet de la 
régularité de 5, nous avons : | 


(40) Pd — J sin w. 


Cela veut dire que le point B, pied de la normale en A, à la courbe (a), 
coïncide approximativement avec le centre instantané de précession balis- 
tique C. chy | 

~ Voilà comment la fonction Q de Mayevski intervient encore dans certains 
mouvements gyroscopiques, qui ne sont pas nécessairement régis par les 
deux équations de Mayevski. 

. La relation (40), qui correspond à un extremum de yw, dans un mou- 
vement d’oscillation (sin y > 0), nous sera fort utile dans l'étude des 
mouvements amortis. 


5. LA FONCTION DE MAYEVSKI ET LE COEFFICIENT DE STABILITÉ. 


J’emploie toujours la notation suivante : 


k= ~ ; 
ky eee ' 
al 
et, dans ces conditions, l’expression du premier moment est : 
(41) M, = Rk, ld. 
La poussée a pour expression : 
(42) RME) = mie be 


Lorsque à est petit, par exemple moindre que 5° ou 6°, et lorsque k est 
assez petit, par exemple de l’ordre de 2, 3, 4, nous pouvons écrire : 
(45 k —k. 

, , à ‘aa ed Fs ¢ a si 

En général, lorsque k et k, sont vossins, qu bien lorsque la ii ge 
est impossible, entre ces deux paramètres, j ecriral, pour semp ifier la 
notation, k au lieu de &, 

Nous posons : 


' 


_RkL_ RAL 
(44) Pano Bw 
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Ilen-résulte;iun-ct. oie Mt ti tie elie une and a 
(45 (Me AQPD= Bud. moh-is novidHOS BAM 
La fonction de HE a ‘pour expression : | | | 
jh se P RKL v tr no ona 
(46) Met Sin HE Q=4= Bw 9 cost | 


as & à 
C'est ‘une découverte importante de Mayevski, mais sa notation diffère 
profondément de celle-ci. | : 201 
Précisons un peu les notations. L'origine de la trajectoire correspond 
à l'instant zéro ; la vitesse initiale est Vo ; l’angle de départ est a. 

- Je suppose que les grosses irrégularités initiales sont amorties à Vin- 
stant tf, assez voisin de zéro. Par exemple, { est une fraction de seconde, 
ou bien 4, est de l’ordre de une seconde. Cette hypothèse parait acceptable 
pour les calibres moyens de lArtillerie. 

A l'instant 4, nous avons une vitesse Vo, un peu moindre que Voo, et un 
angle d’inclinaison tT, un peu moindre que a. La vitesse Q est exprimée 
en fonction de Voo. 

Pour examiner la nature de l’amortissement fnitial, de la prestabili- 
sation, il faut introduire un coefficient o positif, défini par la relation : 

‘ w Bw? L 
(47) PE 4(1 + 0) 

L'indice zéro correspond à l’instant 4 . 

L'indice double zéro correspond à l'instant zéro. 

Le coefficient ©, qui correspond à l'instant fo, est distinct du coefficient s, 
qui correspond à l'instant zéro, et qui est défini par la relation ci-dessous : 

: w Bw* 

(48) Pos (RED UN 

On dit, en général, que (1 + s) est le coefficient de stabilité, mais, en 
réalité, s et O pourraient être nommés «coefficients de tenue». Peu 
importe le mot. 

I faut voir le lien qui existe entre s et o. CAR les observations et les 
Fe: de M. Fowler, la valeur du coefficient (4 {- s) est comprise entre 
1 et 2, pour les tirs qu’il a étudiés (‘). Nous pouvons admettre que la 
variation du produit kl est très lente, sauf dans Vintervalle de temps, 
extrémement court, pendant lequel le projectile est noyé dans les gaz. Nous 
pouvons admettre que la variation du coefficient balistique est négligeable 
pendant un intervalle de temps faible, à partir de l’instantzéro D’ailleurs, 


() Mémorial de l'Artillerie Française, tome I, 1922, p. 477. 
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l'angle de départ étant positif, ce coefficient c est: décroissant. La! fonction 


_ F(v) est décroissante, lorsque la vitesse v décroît. ve, 


Nous avons donc, si la variation de kl est très lente. (hypothèse d'irré: 
. gularité limitée) : 


_ (49) (Rkl)o< (Rkl)oo , 
+ et, par suite : . é; 
(50) | Cass: 


Si le produit kta la même valeur, à peu près, à l'instant zéro et à l’ins- 
_ tant, qui correspond à la cessation desirrégularités initiales, la différence 
_ (o—s) sera d’autant plus grande que t. sera plus grand. 

Si nous avons, par exemple : | 
A 4 is s+9, 
il en résulte que l’amortissement initial peut être réalisé à instant to, assez 
voisin de zéro, par exemple après une fraction de seconde. 
Si nous avons : 
1-+ s—~4,5, 
il en résulte que l’amortissement initial peut être réalisé, à l'instant to, 
mais la valeur de &, sera plus grande que la précédente. 
Lorsque je dis que l’amortissement initial rapide est possible, je ne dis 
pas qu’il sera nécessairement réalisé ; il est clair que celte réalisation 
"5 dépend des circonstances extérieures, et aussi de -la forme du projectile. 

Je rappelle que le module u joue un rôle, au point de vue de la presta- 
bilisation (°). 

La première révolution régulière, conforme à la Théorie élémentaire, a 
lieu dans l'intervalle de temps (to, ¢,). Par exemple, à l’instant 4, le point 
a occupe la position Ao, et, à l’instant ¢,, le point a occupe la position A, 
(Fig. 4). Nous avons les relations suivantes, qui peuvent être très appro- 
chées : 


(51) 


Au point de vue de la tenue, et au point de-vue de la stabilité, la valeur 
de u doit êtré assez grande, relativement ; nous devons avoir : 


Usb, 


(5) | OC, =B(u). 


: 1 1528 
Il faut done que f, et ¢, soient assez petits pour que 0. et 0, ee 


trés petits. 


(1) Les états d’instabilité virtuelle. Les indéterminations. Les perturbations initiales. 
Ann. de la Soc. sc. de Bruxelles, 1938, I. 
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D'autre part, si la valeur de u est donnée, & et £, doivent être assez — 
voisins de zéro. Dans chaque cas particulier, l’on peut discerner assez 
facilement les limites entre lesquelles a peut être compris, si la presta- 
bilisation est bien réalisée. Les valeurs de P et de Q, à l’instant zéro, 
jouent naturellement un rôle fondamental, à cet égard. 

Concluons que da nature de la prestabilisalion ne dépend pas seulement 
de la valeur du coefficient « ; elle dépend aussi de la valeur du paramètre H. 

J’admets toujours que la ‘vitesse initiale est grande, et que la valeur ini- : 
tiale de Q est très grande. : 

J’ai admis aussi que l’on a : 


(53) (kl)o + (kl)oo : 


Dans le cas contraire, s’il existait une différence appréciable entre (kl)o 
et (kl)oo, cela pourrait être favorable ou défavorable. L'hypothèse faite 
est une hypothèse d’irrégularité limitée. | 


— 01 — 


Il est assez naturel que cette notion d’irrégularité limitée intervienne 
souvent. Lorsque les phénomènes sont trop brusques, trop désordonnés, 
il est bien difficile d’établir une théorie générale. 

Je m’occuperai d’abord du coefficient o, qui correspond à la prestabi- 
lisation. Je m’occuperai ensuite du coefficient s. Avant de poursuivre, il 
faut quelques préliminaires. > Ri | 

Nous avons un grand nombre de paramètres, qui entrent en jeu. Nous 
pouvons supposer que certains, tels que v, sont donnés, parce qu’ils 
correspondent à certaines exigences de VArtillerie. Supposons. A, B, v 
donnés. Le paramètre J dépend de l’allongement du projectile. Si le pro-. 
jectile est allongé par une fausse ogive, nous conserverons à peu près les 
mêmes valeurs de A et de B, mais le paramètre J sera plus grand. Le 
paramètre Co pourra être modifié, et, si l’altération de ec, est assez mar- 
quée, la trajectoire sera modifiée. 

En général, il faut faire varier les paramètres dans des limites assez 
étroites, si l’on veut pouvoir rapporter les mouvements gyroscopiques à 
une même trajectoire. 

La tenue du projectile a une certaine influence sur la trajectoire. Par : 


exemple, la valeur de 7 peut-elle avoir une influence sur la trajectoire ? 


C’est possible. Si nous faisons varier 7, faisons varier ce paramètre dans 
des limites étroites, si nous voulons rapporter les mouvements gyrosco- 
piques à la même trajectoire. 

Le paramètre j dépend de nous, mais les paramètres k et k, ne dépendent 
pas immédiatement de nous. J’admettrai que, le tir courbe étant exclu, la 
Dérivation étant négligeable, la valeur de 4 ne dépasse pas 2, ou 3, ou 4, 
par exemple. 

Considérons une trajectoire donnée, et un projectile donné. Il n’est pas 
certain que k, J, kl soient constants sur la trajectoire. Je supposerai que 
ces paramètres peuvent varier, sur la trajectoire, mais lentement et régu- 
liérement. En général, dans les calculs numériques, je suppose k et / cons- 
tants, le tir courbe étant exclu. Mais, en général, les conclusions subsistent 
sik et l et kl varient lentement et régulièrement. é 

Je désigne par A le moment d’inertie axial, par m la masse, par à le 
calibre (en mètres). 

Posons : 


ate 
(54) A=m à 
La valeur de = dépend de la structure de l’obus ; nous pouvons avoir, 


par exemple : 
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Supposons v donné. Nous voyons que, lorsque = croit, o-et U décroissent. 

Dans les expressions de 4(1 + o) et de U, figure le facteur w. Par suite, 
lorsque j croît, o et U croissent. 

Pour une méme valeur de k, si le projectile est allongé par une fausse 
ogive, cela fera croître J et lo. Par suite, cela fera décroitre o et U. Remar- 


12 
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quons: cependant: ‘que nous devons donner à [ ét à Lo des variations assez 
- faibles, si sent admettons que ces pee n ’ont aucune influence sur la 
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: Observons ta tenue à Pinstant lo. Si D prestabilisation est bien réalisée, 
nous avons : : | 


ture 


~ Par suite, 6 est assez grand. 


Maintenant observons la tenue lorsque nous nous éloignons de P origine, 
sur la trajectoire. Supposons d’abord que lé mouvement gyroscopique 
soit constamment un mouvement élémentaire. Soit Q; la valeur de Q, au 
point de chute réel. Sila trajectoire est de plein fouet, au sens strict, on a : 


QO; = Qu 5 I 
Qn désignant le minimum de Q. Le maximum maximorum de , sur la 
partie utile de la trajectoire, aura pour valeur :, - 
Ui TH, 
u ect le module. - | 
Pour que la tenue reste ‘bonne, sur la trajecloire, Fi faut none que Ui 


A 
soit assez petit ; c’est-a- dire sue | soit assez petit, que j soit assez petit, 


= que l.soit assez grand. En un mot, o doit être assez petit, pour que Ja tenue 


reste bonne quand on s ’éloigne dé l’origine, sur la trajectoire. 

Et, au contraire, au point de vue exclusif de la prestabilisation, supposée 
bien réalisée, O ne serait jamais assez grand. Nous sommes en présence 
d’exigences contradictoires, mais nous devrons encore discuter ceci par 
d’autres considérations. 

Supposons enfin que, la prestabilisation ayant été bien réalisée, à l’ins- 
tant to, le mouvement gyroscopique ne reste pas un mouvement élémen- 
taire, lorsque l’on s’éloigne de l'origine, sur la trajectoire. Si le mouve- 
ment du point a a toujours lieu autour du demi-axe OH’, si le point a ne 
s’éloigne pas de ce demi-axe, et si le mouvement gyroscopique est. assez ‘ 

régulier, nous savons Cravitre précédent) que le point A, COPIES DONNE N 
à un extremum de w, n’est pas éloigné du point C. Le point G n’est plus, 
à priori. le centre instantané de précession balistique. De même, la fonction 
P(t) ne représente plus la vitesse angulaire de précession balistique. 
Néanmoins, pour des mouvements généraux de cette nature, une condition 
de bonne tenue est encore que la valeur de U: soit assez petite, par suite 
que la valeur de o soit assez petite. 

Considérons maintenant, exclusivement, le mouvement élémentaire. 
J’examinerai ultérieurement une classification des mouvements gyrosco- 
piques, et nous verrons s’il y a lieu de rectifier les conclusions. 


Gree et devient petite Ose) ita Ste, ectoire. Ces causes d 
~ exagérée de la fonction Q sont élimin es, si nous excluons 
qui correspond aux grandesifléches, ‘et Si nous supposons la vitesse 

_ forte, et la trajectoire limitée à un point L, forespondin th mé 

de |cos T| bien supérieure à zéro. : 
En me plaçant au point de vue de l'amortissement initial 
posé réalisé, je conclus que o n’est jamais assez grand. D’autre par en 

@ ee observant les conditions de bonne tenue, quand on s ’éloigne de Poris 
de la trajectoire, je conclus que o doit étre petit. Mais nous verrons qu'il 
= est d’autres éléments d’appréciation. 


(ee 


6. L’AMORTISSEMENT INITIAL ET LE COEFFICIENT DE STABILITE. 


L’obus sort du canon, à l’instant zéro, avec un écart nul, si le tube est 
en bon état, et si le projectile est bien fait. Nous avons, a à Vinstant zéro : 


(58) | M, —d =0. 


Je prends les circonstances les plus simples. Si cela ne correspque pas à 
une discussion complète, cela correspond à une étude préliminaire indis- 
pensable, qui pourra être complétée. Je suppose donc : 


wy’, —=0,n!, négligeable, 
p = —=const: 


Supposer p constant, c’est poser : M-=0. 
Cette hypothèse n’a rien d’invraisemblable, car le paramètre p doit | 


varier avec une extrême lenteur, si le projectile est bien fait, et si aucun 
accident n’intervient. | 


Je dirai que la valeur initiale de as est l’impulsion initiale, et que la 


dt : 
valeur initiale du deuxième moment M, est le moment d’impulsion ini- 
tiale. 
Je suppose que l’on a, à V’instant zéro : : 
(59) p= os. 


c’est-à-dire que J etn’ sont négligeables par rapport à 0’, à l’origine. | 
Remarquons que le paramètre p intervient dans l'expression. = deuxième 
moment. Par suite, si la relation (59) n’est pas vérifiée, à l’origine, le 
moment d’impulsion initiale dépendra des valeurs initiales de w et de T. 


TE 


= 1 — 

_ L'hypothèse (59) est donc naturelle. Si le phénoméne initial est bien 
_ marqué, bien net, la valeur du moment d’impulsion initiale doit être 
_ indépendante de w et de + ; hypothèse d’indifférence (!). 

i, 


| J'admets encore que la valeur initiale de ae n’est pas grande : hypo- 


= 


3 
“4 dt 


“ Padmets que la valeur initiale de ia n’est pas grande. Ceci a certaine- 


thèse d’irrégularité limitée. 


2: ment lieu sur la trajectoire plane. J’admets donc que la trajectoire plane 
constitue une approximation valable : hypothèse d’irrégularité limitée. 

… Dans ces conditions, qui ne constituent pas une limitation excessive, 
- nous avons, à l'instant zéro : 


(60) : “ry pe (a). 


La valeur initiale du deuxième moment n’est pas nulle, et cela est fort 
_ naturel. Si les trois moments avaient une valeur initiale nulle, le mouve- 
ment gyroscopique ne prendrait pas naissance, dans les conditions qui ont 
+ été définies. 
Maintenant étudions les variations de l’écart dans le petit intervalle de 
temps qui précède l'amortissement initial. Nous trouvons quelques courbes 
expérimentales, dans le Mémorial de l’Artillerie Française ; pour qu’elles 
soient complètes, il faudrait avoir l'enregistrement exact des temps. Je 


Fic. 6. 


vais tracer d’abord un schéma simplifié, correspondant aux conditions les 
plus simples, trop simples pour être réalisées. Dans la figure 6, le temps 
est porté en abscisse, et l’écart en ordonnée, mais à une échelle beaucoup 


(4) Voir mon Mémoire précédent : Les états d'instabilité virtuelle. Les indéterminations. 


Les perturbations initiales. Ann. de la Soc. Sc. de Bruxelles, 1938, I. 
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plus grande, Le schéma: est déformé ; la valeur de d'w’est pas’celle que 
l'on lit-sur la figure. Le phénomène ainsi simplifié comporterait un premier 
maximum E, de ®, ou 3°, par exemple, puis un minimum nul ou presque 
nul, puis une succession de maxima et de minima amortis, enfin une 
valeur dé à presque constante, de l’ordre de x, dans Pintérvalle de temps 

to, -t,). hina elite (ean sas 
aie correspondrait aux phénomènes initiaux réduits aux jets latéraux 
de gaz. Mais, en réalité, après l’expansion latérale, nous avons des remous, 
des compressions, des dépressions. Ensuite l’obus est noyé dans les gaz, 


EG: 72) 


dans un intervalle de temps, heureusement très court, et il prend sa part 
des violences qui l’entourent. Nous aurons donc, au lieu du schéma 
simplifié, une courbe plus irrégulière ; nous aurons, par exemple, des 
maxima et des minima parasiles, comme l'indique la figure 7. 

Au premier maximum E, il faudra substituer le premier maximum 
maximorum E’. Le mouvement gyroscopique, dans l’intervalle de temps 
(O, to), correspond aux deux premiers moments, et il n’y a aucune raison 
pour négliger le second. 

Je conclus, malgré que ce soit encore une 2ntuition plutôt qu'une 
certitude. L’amortissement initial ne sera pas réalisé, avec un module u 
assez grand, si le premier maximum maximorum n’est pas assez grand, 
relativement. Et ce maximum maximorum ne sera pas assez grand, 
relativement, si l'impulsion initiale n’est pas assez grande. 

Il faut, d'autre part, que le module ne soit pas trop grand ; par suite, 
il faut que cette impulsion initiale ne soit pas trop grande. _ 

J'introduis maintenant encore une hypothèse d’indifférence. J’admets 
que j restant assez petit, par exemple que, l’inclinaison étant moindre que 
10° ou 1%, la valeur initiale de My est indépendante de j et de w. 


naison finale des rayures, si cette inclinaison est faible. TE b 
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J’admets que la nature des jets de.gaz ne subit pas l’influence de l'incli- 

* Dans ces conditions, si nous voulons que d,, Soit limité supérieurement 
et inférieurement, il faut, que 7j et w soient. aussi limités Supérieurement, 
et inférieurement. Supposons le. projectile donné. Si le paramètre w, doit 
étre limité supérieurement et inférieurement, le coefficient s devra étre 
aussi limité supérieurement et inférieurement. 

Il s’agit ici d’un enchainement de notions qualitatives, et cet enchaine- 
ment parait normal, parce qu’il donne au paramètre s le même caractère 
que possède le paramètre o. Les deux der pe être dre 
supérieurement et inférieurement. u BO 

M. Fowler, dans une étude magistrale, qui est un nds a Se 
une interprétation des,amortissements, initiaux. Cette interprétation n est 
probablement pas définitive. 

D'abord, M. Fowler néglige le deuxième moment. Or, il suffit st 


regarder i courbes expérimentales pour saisir ip role fre deuxiéme 


moment, qui est parfois prépondérant. 

Ensuite, M. Fowler adopte une expression ra choisie pour 
le premier moment, pendant la période des irrégularités initiales.” 

En particulier, dans cette interprétation, on ne voit pas apparaître la 
valeur initiale du deuxième moment, et c’est ce deuxième moment qui, 
à l’instant zéro, engendre l’effet gyroscopique (!). 

Il serait bien intéressant d’étudier la nature de l'amortissement SEE | 
L'expression de M, donne une indication. L’amortissement paraît dû 
surtout aux résistances qui s'opposent aux changements d'orientation. 
| faudrait une interprétation physique de l'expression de M, que j'ai 
obtenue (*), en faisant deux simplifications, en négligeant Ls Dérivation, 
et en négligeant la variation de p. 

Je rappelle que la formule (60) re's’applique qu’aux Ge plete assez régu- 
liers, les fortes irrégularités étant exclues. 

Reprenons ici |’étude des coefficients s et ©. 

Admettons que la condition (53) soit vérifiée, et négligeons la variation 
du coefficient balistique, pour simplifier l’exposé. Nous aurons, d’après. 
les formules (47) et (48), la relation : 

é 4+ (bv")o 
(61) Pia Ow os 


Le coefficient b est donné par les Tables. Si ce coefficient varie peu, nous 


— 


-(1) R. H. FOWLER, etc. Aérodynamique d’un projectile tournant. Memorial de l’Artil- 


lerie Française, tome I, 1922, page 729. 
(2) Voir mon Mémoire : Les états d’instabilité virtuelle, etc. Ann. de la Soc. Sc. de 


Bruxelles, 1938, I. 


né in 


voyons que o sera nettement supérieur à s, si a vitesse Vo est nettement 
moindre que Voo.. 

Pour avoir une valeur de (4 + ©) notablement supérieure à celle de 
(1+), il faudra que la valeur de f, soit suffisante pour que la pre» 
sance de la vitesse v soit très appréciable, à partir de l’instant zéro. | 

Supposons, par exemple : 


1+s—9, 

il faudra que &, ait une certaine valeur pour que l'on ait : 
1+o—3. 

Supposons, par exemple : 
A+s—1,5, 


il faudra avoir une valeur de & su périeure à la précédente, pour que l'on 
ait : 


{+o= 


4 + o—0(3), ou  O(4), 
l'on peut dire que la condition : 


Py 
ge — B(1) 


- Si l’on a : 


est à peu près vérifiée. 
Donc, en général, l'amortissement initial devient possible, après un 
intervalle de temps plus court, si le coefficient (4 + s) est plus grand. 
. Mais ce n’est qu'une vue générale. Chaque cas particulier devra être 
examiné au point de vue de la variation de b, et de la variation de v sur 
la trajectoire. 

Il faut donner une idée des chiffres qui peuvent se présenter. Prenons 
la trajectoire du Commandant Dufrénois (!} ; nous avons : 


t v b 

0 600 0,371 
4 520 0,587 
4 470 0,391 


Nous avons posé : F(v) = bu*. Par suite, le produit bv* décroit, lorsque 
v décroit. 

Lorsque la valeur de s est faible, cela présente un inconvénient. 
En effet, la valeur de { sera un peu grande, relativement. Par suite, les 
points ( et C, seront un peu éloignés de l’origine 0. Les minima de b, 


(") Les méthodes actuelles de la Balistique Extérieure, par MM. DUFRÉNOIS, RISSER, 
ROUSIER. Gauthier-Villars, 1921. 
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; répréséntés par les points A, et A,, pourront être un peu faibles, relative- 

ment. Les minima de 6 étant faibles, en ces points A, et ane fa stabilité 

à sera Moins assurée. 

_ De même, la tenue sera moins bonne. Regardons, en effet, la seconde 

4 équation de: Mayevski. La régularité de la valeur de wy’, pendant le premier 
tour de révolution, est moindre, si la différence entre un minimum de à 

et le maximum suivant est plus grande. Cette régularité est bonne 

4 lorsque l’on à : 

” (62) d= O(u). 


La figure 4 correspond à un amortissement initial très satisfaisant, 

. parce que la relation (62) est vérifiée. La figure 5 correspond à un amor- 

_ tissement initial moins satisfaisant, parce que l'écart varie d’une manière 
appréciable quand on passe d’un extremum au suivant. 

_ Considérons les tirs étudiés par M. Fowler et par ses collaborateurs. 
D’après ce qui précède, nous pouvons prévoir, dans des circonstances 
- normales, que ceux pour lesquels ona: 

2 1+s—0(), , 
sont ceux qui correspondent le mieux à la possibilité de l'amortissement 
initial rapide. 
M. E. Esclangon et M. Sugot ont fait remarquer que le coefficient s 
doit avoir une valeur supérieure à celle que Magnus de Sparré tenait pour 
= la meilleure (). 

Cela parait clair, en général, si l’on se place au point de vue de l’amor- 
tissement initial rapide. 

Nous avons vu, d’autre part, que le coefficient s doit être limité supé- 
rieurement, comme le coefficient o. M. Fowler a donné, à ce sujet, une 
indication théorique très intéressante. Il a pris les données suivantes : 
calibre 76 mm, vitesse initiale 746,75 en métres par seconde, angle de 
départ 70°. Son calcul a donné le résultat suivant : aprés 40 secondes, 
Vécart est de 60°, et il est encore croissant. Ce fait est di, d’après 
M. Fowler, à la valeur exagérée du coefficient (1 + s), qui est voisin de 4, 
dans ce cas (?). 

Le coefficient (1 + 5) pourrait être dit « coefficient de prestabilisation ». 
Nous savons, d’ailleurs, que la nature de la prestabilisation dépend aussi 
de la valeur du module u. 

Le coefficient (1 +s) est dit «coefficient de stabilité ». Et, en effet, si 
la valeur de ce coefficient est satisfaisante, les irrégularités initiales 
peuvent être rapidement remplacées par un mouvement élémentaire 


() Mémorial de l'Artillerie Françuise, tome VI, 1927, pages 784 et 892. 
(2) Mémorial de l'Artillerie Française, tome I, 1922, page 455. 
LIX, | 14 


| We sil valeur de w est trop petite, la \ 


a 
pi 


_ Il y a concordance entre ces conclusions. yt 1 

Mais si les valeurs de j et de s sont trop grandes, c’est encore un i 
vénient. Nous avons vu que, si la valeur de w est trop grande, la 
initiale de 0! sera faible, et, par suite, le premier D pre imo! 
_ de d sera trop petit. Nous prévoyons ainsi que Pamortissement i 
pourrait devenir impossible, si la valeur de s était forte. = 

Il est difficile de fixer le vocabulaire. Par-exemple, le terme ccoecient 
de stabilité » ne répond pas très parfaitement à la sturs et au rôle du 
coefficient (4 + s). "D 2S: 

Il est surtout difficile de serrer de près la réalité ioreqne l’on ne tient 
aucun compte de la forme du projectile. Les travaux de M. Fowler, et de 
_ ses collaborateurs, qui fournissent des données numériques, au sujet © de sy 
ont donc une importance remarquable. 

Si Von a un peu abusé de l’emploi du terme € stabilité », il est préférable 
d'abandonner le mot ¢ prestabilisation », que j’ai introduit antérieure- 
ment, et de le remplacer par l’expression € amortissement initial ». 
Mais, peu importe la forme lorsque l’on s’entend sur le fond. Il est 
essentiel de ne pas confondre sans critique les notions de tenue et de 
stabilité. 

Remarquons encore que j'ai regardé l’amortissement initial comme 
étant équivalent à la réduction du mouvement gyroscopique général au 
mouvement gyroscopique élémentaire. Mais cette définition, nous le 
verrons, pourra être un peu élargie. 


(A suivre.) 
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l'équation du temps cher Ptoé 


PAR 


: 


- 


A. ROME | 


_ _REsuME. — La définition actuelle du jour solaire moyen et du jour solaire 
_ vrai coincide avec celle de l’Almageste. Le problème de l'équation du temps, 
chez Ptolémée, consiste à réduire en jours moyens un laps de temps donné en _ 
jours vrais. Pratiquement, dans l’Almageste, ces laps de temps commencent 
tous au 26 février — 746 à midi vrai d'Alexandrie; dans les Tables faciles, au _ 
| 12 novembre — 323 à la même heure. Cette particularité permet, dans les 
_ Tables faciles, d'établir une colonne de.corrections qu’il suffit d'ajouter au 
laps de temps donné pour le réduire en jours moyens. Chez Albattani, il est pro- 
bable que la colonne de corrections qui doivent toujours être soustraites, a 
_ la même signification que celle des Tables faciles. Le renversement du signe 
serait dû à ce que les laps de temps considérés en pratique commencent au 
_ 1e? mars — 311. — En passant, l’on recueille un renseignement sur l’astronome 
_ Sérapion. 


1. Les commentaires de Théon d’Alexandrie sur les œuvres 
astronomiques de Ptolémée. — La question de l'équation du 
temps ne joue pas un bien grand rôle dans l’astronomie ptolémaïque, 
et l’on pourrait lire des livres entiers de 1’Almageste sans soupçonner — 
que Ptolémée ait jamais fait de distinction entre heure vraie et heure 
moyenne. Cette distinction, assez simple dans l’Almageste, a été 
embrouillée à plaisir par Théon dans ses différents commentaires, si 
bien que l’on (!) comprend plus facilement le texte à expliquer que 
les explications elles-mémes. Mais ces explications nous apportent 
des détails neufs. Il vaut donc la peine de s’y arrêter un instant. 

Dans ce qui suit, nous allons utiliser le Commentaire sur l’Alma- 
geste, dont nous venons d'établir le texte du 3¢ livre, encore inédit; et 
aussi le Grand Commentaire, inédit, sur les Tables faciles; enfin le 
Petit Commentaire sur les Tables faciles (?). A cette occasion, com- 


RL DU EL ee ne) 


VV 


(1) «On», c’est-à-dire « nous » : il n’est pas dit que les Alexandrins du 4° siècle 
ne trouvaient pas cela plus clair que les brèves notes de Ptolémée. 

(2) Nous citons (en abrégé Alm.) l’Almageste d'après l'édition eel Heiberg : 
CLAUDII PTOLEMAET Syntaxis mathematica, pars 1, Leipzig 1898. — Pour citer 
le 3° livre, nous renvoyons aux folios du Mediceus 28.18. Le Grand Commentaire 
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mencons par réunir des éléments de datation qui n’ont pas encore été 
notés (1). dues fe 

Tout le monde sait que Théon a observé l’éclipse de soleil (?) du 
16 juin 364 (apr. J.-C.) et probablement l’éclipse de lune de la nuit du 
25 au 26 novembre 364. Mais les mentions d’éclipses, ou d’autres 
phénomènes pouvant être datés, ne permettent pas de préciser la 
date des différentes œuvres. Théon économise ses efforts, et il utilise 
plusieurs fois les mémes exemples. Méme, il est probable que dans le 


Commentaire sur l’Almageste (°), au livre 3, il a repris un exemple de 


Pappus : il s’agit de calculer la position du soleil le 10 Tybi (année. 


fixe) de l’an 39 de Dioclétien, soit donc 323 apr. J.-C. A moins d’attri- 
buer une fort longue vie à Théon (aprés.tout, certaines de nos sources, 
comme le Suidas (£), disent formellement que Pappus est contemporain 
de Théon), cette date de 323 ne peut pas très bien tomber dans la 
période d’activité scientifique de Théon. Ce pourrait être la date de sa 
naissance, et puisqu’il est question dans le passage visé de calculer la 
position du soleil et aussi de la lune et des planètes, l’on imaginerait 
fort bien qu’il nous communique là un fragment de son horoscope. 
Mais ce serait pure fantaisie, en l’absence d’autres documents, et l’on 
peut remarquer beaucoup plus justement que 323 est une date très 
vraisemblable pour Pappus. Si Théon à repris ce passage à son pré- 
décesseur, c’etit été une modernisation assez puérile que de remplacer 
une date choisie par Pappus, par une autre, contemporaine. 


sur les Tables faciles est cité d’après le Parisinus gr. 2450, qui n’est pas un très 
bon manuscrit. Nous n’avons pas encore fait l'établissement du texte de cette 
œuvre de THÉON. Le Petit Commentaire sera cité d’après HALMA : Commentaire 
de Théon d'Alexandrie sur les tables astronomiques de Ptolémée, 1" partie, Paris, 
Merlin 1822 (= Commentaire de Théon d'Alexandrie sur le livre 3 de l’Almageste, 
Paris, Bobée, 1822). Halma crée aux bibliographes des difficultés à cause de ses 
pages de titre, qu’il modifiait d’étrange façon : c’est ainsi que le volume que 
nous allons utiliser possède deux pages de titre absolument différentes et dont 
l'une induit en erreur sur le contenu. De même, le premier tome de l’Almageste 
éd. Halma donnera un petit problème à résoudre aux historiens du 40e siècle : 
Ils trouveront un volume daté de Paris 1813 dont la page de titre parle de la 
bibliothèque du roi, de l'Institut royal, et du Collège royal de France. Naturel- 
lement, d'autres exemplaires contiennent le titre original, où tout était impérial. 

(1) L'article Théon 15 (par K. Ziegler), dans la Real Encyklopädie de PAULY- 
WIssowA, rassemble les éléments de datation déjà connus. 

(2) Cfr. THEONIS ALEXANDRINI in Claudii Ptolemaei magnam constructionem 
commentariorum libri xj. Bale, 1538, p. 332, 13 lignes avant la fin; et p. 319, 
ligne 5 du chapitre oehnviaxWv exAreipewv didxpioic. 

(3) Cfr. Med. 28.18, fol. 155%. 

(4) Cfr. Surpas, éd. A. Adler, Leipzig 1928-1935. s. v. Oéwv et Tônroc, 
T2; D: 702 ett *4 Mp. 26k | 
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certaines de ses œuvres ont paru, en examinant les passages où il ren- 
voie de l’une à l’autre. Cet examen se fait peu à peu, au fur et. à mesure 
qu’avance l'édition des œuvres de Théon. Les renseignements que nous 
avons recueillis jusqu’à présent nous font penser que le Commentaire 


sur l’Almageste a précédé le Grand Commentaire sur les ‘Tables faciles, 


lequel a été suivi du Petit Commentaire sur les Tables faciles. 

Ce dernier point est clair : dès la première ligne du Petit Commentaire 
dédié à Epiphane, on nous avertit que le Grand Commentaire avait 
cing livres et qu’il précédait celui-ci (1). 

Pour situer le Grand Commentaire après le Commentaire sur 
l’Almageste, nous n'avons pas encore de raison péremptoire. Il est 


-Vrai que le travail d'édition est à peine amorcé de ce côté-là. Voici 


pourtant un passage (?) qui semble faire allusion au Commentaire sur 
l’Almageste : «C’est pourquoi, dans les scholies sur la Syntaxe, au 
cours du chapitre sur la concordance entre les calculs (de l’Almageste 
et ceux des Tables faciles) voulant calculer d’après les deux ouvrages 
la même position (du soleil), lorsque nous faisons le calcul d’après les 
Tables faciles, nous mettons, pour le même temps, un an, un mois et 
un jour de plus que nous n’en avons mis en calculant d’après les tables 
de l’Almageste. » Il nous semble que ce passage du Grand Commen- 
taire fait allusion au Commentaire sur l’Almageste, livre 3, fol. 156*. 
On n’en sera tout à fait sûr que lorsque seront bien débrouillées les 
scholies de l’Almageste, ce qui, à son tour, ne sera possible qu'après 
que l'édition de Théon sera achevée. On peut entretemps admettre 
que le Grand Commentaire est postérieur au Commentaire sur l’Alma- 
géste. 

Mais en ce cas, l’on se demande comment le 3 livre du Commentaire 
sur l’Almageste peut renvoyer formellement au Grand Commentaire 
sur les Tables faciles (3). L'explication est d’ailleurs toute prête : nous 
avons, du 3¢ livre du Commentaire sur l’Almageste, non pas l'original 


(1) Cfr. éd. Halma, t. 1, p. 27 : ñ uëv Aoyikwrtépa Epodos Ts did TWV TpoXEipwv 
KavVOVWY wrnpopopias THY doTépwv, TÉkvOv ‘Emipüvie, YÉYOVEV fuîv dv dxpipetag ev 
mévre BiBAioig év Etépw ouvtdyyatt. €v ToUTw dE etc. yr | , 

(2) Le Grand Commentaire sur les Tables faciles est dédié par Théon à ses 
deux collègues (étaipo.) Eulalie et Origene. Le 4e livre est dédié à Epiphane 
(comme le Petit Commentaire et le Commentaire sur l'Almageste). Nous n'avons 
pas encore vu le texte du 5° livre. La phrase que nous traduisons ci-dessus se 
trouve dans le Par. gr. 2450 au fol. 135%, li. 8. y | 

(3) we év roîç eic TOV A6yov Tod mpoxeipou urouvhuaotv dnmedei£auev. Cfr. Med. 
28.18, fol. 156 et Par. gr. 2450, fol. 134%. 


a Les échantillons de calculs insérés dans les œuvres de Théon ne 
fournissent donc qu’un renseignement global sur l’époque à laquelle 
il travaillait. Il est possible de se faire une idée de l’ordre dans lequel 


FA 
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de Théon, mais une « édition » par sa fille Hypatie. Et dans les deux 
premiers livres, conservés en édition originale, on ne rencontre pas 


de renvoi au Grand Commentaire. La solution de ce petit problème de 


datation ne pourra donc être trouvée avant l’achévement du travail 
d'édition. | 


2. La position du problème chez Ptolémée. — Ptolémée pose 
le problème de l'équation du temps d’une façon qui n’est pas tout à 
fait la nôtre. Il faut donc commencer par confronter nos définitions 
et les siennes, et voir quelles sont les notions qui se correspondent. 

Lorsque nous voulons préciser la notion de jour, nous distinguons : 

19 La durée du mouvement diurne de la terre; 

2e Le jour sidéral vrai, délimité par le passage au méridien de 
l’'équinoxe du printemps (vrai). | 

3° Le jour sidéral moyen, délimité par le passage au méridien de 
l'équinoxe du printemps moyen (c’est-à-dire compte tenu de la pré- 
cession, mais pas de la nutation). 

40 Le jour solaire vrai, délimité par le passage au méridien du soleil 
vrai. : 

5° Le jour solaire moyen, délimité par le passage au méridien du 
soleil moyen, 

Pour définir ce dernier, nous passons par l'intermédiaire du soleil 
fictif : le soleil fictif parcourt l’écliptique à une vitesse constante 
telle qu’il se confond avec le soleil vrai lors de son passage au périgée. 
Cela posé, le soleil moyen fait, en un an, le tour de l'équateur à une 
vitesse constante telle qu’il se confond avec le soleil fictif lors de son 
passage au point vernal. 

Voyons à quoi cela correspond chez Ptolémée : 

1, 2 et 3 sont confondus : 1° le mouvement diurne de la terre sera 
remplacé par son correspondant, une révolution de l'équateur céleste 
(mepiotpoph tod ionuepivod, Alm., p. 159,5, éd. Heiberg). 20 et 
39 : Ptolémée connaît la précession, mais le déplacement du point 
équinoxial en une journée est trop petit pour qu’il songe à faire une 
distinction entre le mouvement diurne journalier, le jour sidéral 
moyen et le jour sidéral vrai. Il ignore la nutation. 

40 Le jour solaire vrai est appelé vuy@juepov avwuadov (1). 


(') Pour être complet, il faudrait encore signaler une autre définition du jour 
vrai : c'est l'intervalle entre deux levers de soleil consécutifs (en négligeant la 
réfraction). Cette notion, la plus naturelle pour un ancien, est écartée par 
Ptolémée comme trop compliquée. Dans la pratique il n’envisage que le jour 
commençant à midi. | 


ee el 
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D Oe "A" celà Soppose le vuxôñuepov ôualdv, et Ptolémée explique 
. que pout obtenir des nychthémères égaux entre eux il faut éliminer les - 
_ deux causes de variation dans la longueur du nychthémère irrégulier : 
si) premiere de ces causes est la variation de vitesse du soleil vrai 
A (6 dkpifñs Kai pouvôuevos “los, Alm., 258, 9). Le mouvement 
___inoyen du soleil (dua) Kivnoie ou MEON müpodos) est celui qu’exé- 
cuterait le soleil sur l’écliptique si sa vitesse était constante. La dif- 
férence (!) entre le mouvement vrai et le mouvement moyen du soleil 
est 0 tant à l’apogée qu'au périgée. Le mouvement moyen du soleil 
dans 1’Almageste est donc exactement le mouvement du soleil fictif 
de nos manuels. 

La seconde de ces causes, est que des arcs égaux de l’écliptique n’ont 
pas toujours la méme ascension droite. Le nychthémére sera isochrone 
3 (cft. Théon, 3e livre, Med. 28.18, fol. 1588-158"), si on le fait corres- 
20 A“ a 360 

_ pondre a un tour de l’équateur plus 3654.14" | 147 48” 
au mouvement du soleil moyen des astronomes modernes (?), sauf que 
» l’astronome ancien ne précise pas à quel moment son soleil moyen 

se confond avec son soleil fictif. 
Cela tient à la façon dont Ptolémée se pose le problème : Nous consi- 
dérons chaque instant à part, et nous demandons : étant donné qu il 
_ est telle heure au cadran solaire, quelle heure doit marquer un chrono- 
- _ imètre ? Dans l’Almageste, on donne un certain nombre de jours vrais 
entiers (à partir de midi) et l’on demande combien de jouts et d'heures 
cette durée comprendra si on veut l’exprimer en jours moyens. Dans 
la pratique ancienne, le seul problème où cette notion intervienne 
est celui de calculer la position moyenne de la lune (?) en un instant 


— 0059’ Ceci revient 


(4) On sait que cette différence est appelée anomalie (c'est-à-dire irrégularité) 
par Ptolémée, Nous éviterons ce mot parce que, fort illogiquement, on l’applique 
actuellement à la position moyenne (donc ne présentant aucune irrégularité) du 
soleil sur l’écliptique. 

(2) Cette constante 0°59’ dérive de la longueur de l’année tropique adoptée . 
par Ptolémée : 365 j. 14’ 48” (minutes et secondes de jour, pas d'heure). Celle-ci 
impliquant la notion de la précession (cfr. Alm., livre 3, chap. 1) mais pas celle 
de la nutation, inconnue de Ptolémée, la correspondance s’établit done entre 
le nychthémère régulier de l’Almageste et le jour moyen des modernes, défini 
rigoureusement (c'est-à-dire en supposant que le soleil moyen se meut sur un 
équateur qui se déplace suivant la loi de la précession). Elle ne s'établit pas 
avec la définition simplifiée du jour moyen, où l’on néglige la précession. 

(3) Seul le mouvement de la lune, dit Ptolémée, est assez rapide pour que 
l’équation du temps puisse correspondre à un déplacement de l’astre non négli- 
geable. L Almageste tient compte de l’équation, lorsqu'il s’agit de la lune, même 
dans des cas où elle correspond à des différences de position qui, dans l’état où 
étaient les instruments d'observation, étaient certainement pure théorie : par 


Pecan eee oe IC CC en année 
: en temps moyen. Mais Vinstant est donné en PE vraies | 
- fixes : il y a donc de ce chef une correction à introduire. 1h 
Dans les Tables faciles de Ptolémée, le probléme est le m 
l'époque (ou point de départ) est différente : c ‘est le 4 Thoth de 
de Philippe an 1, à midi (?). : 


“iy 


4, Solution du probléme dans l'Almageste. — Bien qu en fait 
le temps vrai à réduire en temps moyen’ commence toujours au 1 Thoth 
de l’an 1 à midi, l’Almageste expose une solution tout à fait générale 
du problème. Cette solution est bien connue et a été décrite souvent : 
il suffira donc d’en esquisser les grandes lignes : 

On calcule une première approximation (?) de la position moyenne ~ 
et de la position vraie du soleil, au commencement et à la fin du laps 
de temps donné en temps vrai. 

Ensuite, on prend l’ascension droite de l’arc d’écliptique (*) situé 
entre les deux positions vraies qu’on vient de trouver. Puis on calcule 
la longueur de l’arc d’écliptique entre les deux positions moyennes. 

On prend la différence entre ce dernier arc d’écliptique et l'ascension 

. droite trouvée précédemment. Cette différence est réduite en temps 
par une simple division par 15. On obtient ainsi l'équation (°). 


exemple, au livre 4, chapitre 6. Par contre on la néglige, lorsqu'il s'agit du 
soleil, dans des cas où elle est plus importante que d’autres éléments de varia- 
tion dont il est tenu compte. Sur ce chapitre, Ptolémée n'est pas toujours 
conséquent : il fait calculer, par exemple, la position moyenne du soleil jusqu’à 
la 6° sexagésimale, après quoi il applique une correction à 1’ près, puis il fait 
ne au résultat final une constante qu'il donne à 1’ près. 

(1) 26 février — 746 à midi vrai d'Alexandrie, 

a 12 novembre — 323 à midi vrai d'Alexandrie. 

(8) Dans cette première approximation, le temps vrai donné est traité comme 
si c'était un temps Diop. 

(4) C'est-à-dire qu’à l’aide de la table des ascensions droites (Alm., TM 
p. 134) on cherche quel arc de l'équateur franchit le méridien en même temps 
ee l’arc d’écliptique en question. 

(5) Une ascension droite est un arc de l'équateur. La différence trouvée fina- 
lement, divisée par 15, donne un temps. Donc cette différence est aussi un arc 
de l'équateur. Par conséquent, pour effectuer la soustraction, il faut porter 
l'arc d’écliptique en vraie grandeur sur l'équateur. On verra facilement que cet 


are reporté traduit géométriquement le temps moyen, tandis que l'ascension 
droite traduit le temps vrai. 
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à Finalement, si l’ascension droite est plus grande que l’are d’éclip- 

tique, on ajoute l'équation au temps vrai pour avoir le temps moyen. 
Si ascension droite est plus petite que l'arc d’écliptique, on la sous- 
trait du temps vrai pour obtenir le temps moyen. 

Comme nous l’avons dit plus haut, en pratique ces calculs n’inter- 
viennent que dans la recherche de la position moyenne de la lune. 
Et en ce cas, le point de départ est toujours le 1 Thoth de l’ère de 
Nabonassar an 1, à midi. Aussi, après avoir expliqué comment on fait 
les calculs, l’Almageste donne-t-il la position moyenne et la position 
vraie du soleil à cet instant-là (1). | 

Mais ce point de départ est-il midi vrai ou midi moyen ? On (?) a accusé 
Ptolémée d’avoir confondu,et d’avoir de ce chef une erreur de 17m.26s. 
qui se mêle naturellement à d’autres erreurs dans le résultat final. En 
réalité, la question ne se pose pas. Si nous avions à résoudre le problème 

~ que se pose Ptolémée, nous prendrions l'équation du temps aux deux 
extrémités du laps de temps donné. Ici, l’on a un temps en heures 
vraies (le point de départ est donc midi vrai): et l’on reporte sur 
l'équateur un arc d’écliptique, en faisant coïncider le début de cet 
arc avec le commencement d’un arc d’ascension droite. On peut tout 
aussi bien dire qu’on fait coïncider l’autre extrémité des deux arcs, 
puisqu’en réalité, tout ce qu’on veut avoir c’est leur différence. Au 
bout du compte, l’on a donc distingué implicitement midi vrai et midi 
moyen du 4 Thoth an 1. 


5. Solution du problème dans les Tables faciles. L, Intro- 
duction de Ptolémée à ses Tables faciles (?) a bien vite fait d’expliquer 
la facon de résoudre le problème qui nous occupe : la réponse est 
donnée directement par la table des ascensions droites. 

Le problème pratique est donc, pour calculer la position de la lune, 
de réduire en temps moyen un laps de temps exprimé en temps vrai. 
Ce laps de temps commence toujours, ici, au.1 Thoth de l’ère de Phi- 
lippe an 1, et il se termine, naturellement, au moment donné, où l’on 
veut savoir la position de la lune. ; 

Il suffit de calculer à 1° près la position du soleil au moment donné, 
et de chercher cette position dans la table facile des ascensions droites. 


(t) Alm,, t. 1, p. 263,16. : | ‘ ; 

(2) Cfr. P. TANNERY, Histoire de l’astronomie ancienne, D. 178, qui donne 
pourtant une bonne analyse du procédé de Ptolémée. | UE" 

(3) Cfr. PLOLEMAEI Opera astronomica minora, éd. Heiberg, Leipzig, 1907, 
p. 162,23. Théon appelle cette introduction : év tH mpôç LUpov (cfr. Par. 2450, 
fol. 1398). 
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Une colonne spéciale, intitulée debrepa eEnxoora o donne en minutes 
et en secondes d’heure la quantité à ajouter (jamais à retrancher, 
nous verrons pourquoi) au temps donné en heures vraies i FR 
réduire en heures moyennes. 

On voit, une fois de plus, que npôxepoi Kavoveg vipat bien 
Tables faciles. 


6. Solution du probléme dans le Petit Commentaire de 
Théon. — Bien que le Petit Commentaire soit postérieur au grand, 
comme il est déjà publié depuis longtemps (?) (ce qui ne l'empêche 
pas d’être peu connu) nous commencerons par lui. 

Somme toute, il embrouille plus qu’il n’explique. Il prend un exemple 
concret : la 11e heure saisonnière de jour, le 22 Thoth, ère de Dioclétien, 
an 77, à Rome (— 20 septembre 360). : 

‘On transforme la date en années vagues de l'ère de Philippe : il 
vient le 22 Choïak ère de Philippe an 684. Ce jour-là le soleil est sur 
24953’ de la Vierge et la 11€ heure saisonnière de jour à Rome corres- 
pond 2 à 5 h. 10 m. ig het -midi en temps vrai de Rome ou 6 h. né 1/4 

a Alexandrie. 

Théon n’avait plus qu’a consulter la table facile des ascensions et 
prendre la correction qui s’y trouve, 6 m. 55 s. Mais il complique les 
choses : il réduit le temps en arc de l’€quateur, en divisant par 4, ce 
qui donne 10 1 /2 1/4; puis il réduit cet arc de l'équateur en temps, 
sans doute en divisant par 15, et il trouve 1/9 d’heure, qu’il ajoute 
aux 6h. 1/2 1/4 pour aboutir approximativement à 6 h. 1/2 1 /3 1/80. 

Nous avouons ne pas comprendte.pourquoi ces deux réductions 
approximatives, qui raménent le calculateur à son point de départ, 
sauf les erreurs commises en route. D’autre part 6 1 /2 1 /4 + 1/9 = 
6 1/2 1/3 1 /30 n’est pas exact : la dernière fraction élémentaire devrait 
être 1/36. Il se pourrait que 1/30 (À) soit une erreur du manuscrit 
pour 1 /36 (Àç). Mais 6 h. 45 m. + 6 m. 555. = 6 h. 51 m. 55 sec. = 
6 h. 52 m. = 61/21 /3 1/30. Le résultat final est done celui qu’on 
aurait obtenu si l’on n'avait pas fait le curieux détour proposé par 
Théon. 

Enfin la façon dont Théon expose ici la méthode de réduction 
masque pour nous le problème tel qu’il se pose réellement : on croirait, 
à lire ceci, que l'équation du temps chez Ptolémée est une correction 
permettant de passer du temps vrai au temps moyen exactement 


(1) Cfr. PrOLEMAEI Opera astr. min., p. 183,2. 
(?) Cfr. éd. Halma, t. 1, p. 81 sqq. 


AD ét 0 08 ottay PT wy acon Ae 
al: du Rive ee le Gant Commentaire | ~*~ 
- — Le Grand Commentaire étant inédit, nous allons nous y_ 
er un peu plus longuement, Provisoirement, nous devons x 
contenter de lire ce texte dans un seul manuscrit, en taba le 
P rectifier ses erreurs. 
$F Le chapitre sur les ascensions droites (!) commence. par une a 
_ cription de la table : chaque signe a trois colonnes de 30 lignes, et le 
| zéro est au Capricorne. Ceci nous permet de reconnaître que, sauf des 
_ détails, la table facile que nous trouvons chez Halma reproduit bien 
celle de Ptolémée. On sait que cette question se pose à propos de 
chacune des Tables faciles : c’est en collationnant les témoignages 
| _ indirects que l’on pourra reconstituer cette œuvre de Ptolémée, que 
f les manuscrits nous transmettent remaniée dans tous les sens. 

D'après Théon, la table facile des ascensions droites a été obtenue 
; par interpolation de la table correspondante de 1’ Almageste. Le procédé 
_ suivi vaut qu’on l’examine. Ainsi, dit Théon, le 1er décan du Capri- 
_ corne a une ascension droite de 10°55’ dans la table de l’Almageste. _ 
On écrit donc 10°55’ en regard du 10€ degré. Mais si l’on divise par 
_ 10 ce nombre, il y a un reste de 5’ à répartir entre les 10 intervalles. 
Ptolémée constate que «les degrés proches de l'équateur ont une 
_ ascension droite plus petite que ceux qui en sont plus éloignés wet 
. pour cette raison il distribue ces 5’ suppléments entre les cinq pre- 
miers intervalles à partir du Capricorne. 
_ En comparant à la table de l’Almageste la table facile des ascen- 
sions droites d’un bout à l’autre du premier quadrant, on voit qu’effec- 
tivement la table facile a pu être obtenue de cette facon-la. Il y a la 
un essai intéressant de faire entrer en ligne de compte l'allure Sen 
de la fonction. 

Dans la table des ascensions obliques, explique ensuite Théon, une 
- 3e colonne indique à combien de degrés de l'équateur correspond — 
_ l'heure saisonnière. Sur l'équateur, ces degrés sont au nombre de 15 

d’un bout à l’autre de l’année, en sorte que dans la table des ascensions 
droites la 3° colonne serait vide : Ptolémée l’a remplie en y mettant 
l'équation du temps. Cette explication de Théon nous permet de 
constater que la table des ascensions obliques, elle aussi, est bien 
conservée dans l'édition Halma. 

Théon nous avertit enfin que pour calculer cette colonne de l’équa- 


AREA) 


(1) Par. 2450, fol. 132. 


tion du temps, Ptolémée a suivi le procédé qu’il indique lui-même 
dans l’Almageste. zh 134 Li AU RE 

Comme notis l’avons dit précédemment, cette 3e colonne contient 
donc des minutes et des secondes de temps qu’il suffit d'ajouter au 


temps vrai pour avoir le temps moyen, au sens qui a été défini plus 


haut. Cela n'empêche que dans le Grand Commentaire comme dans 
le Petit, Théon fait diviser ce temps par 4 pour le transformer en arc 
de l'équateur, et fait ensuite retransformer ces degrés en temps. 
L'équation est toujours additive. Delambre (!) a cru que l’on avait 
ajouté à toutes les données de la table 14 m. 15 s. de manière à n’avoir 
jamais à tenir compte du signe de l'équation. En conséquence, «le 
temps corrigé par la table de Ptolémée était toujours trop fort des 
44'415" qu'il ajoute partout ». Delambre a oublié que le problème est 


posé tout autrement que nous le posons : En pratique, il s’agit, dans — 


les Tables faciles, de mesurer en jours moyens un laps de temps qui 
commence au 4 Thoth de l'ère de Philippe an 1 à midi. A ce moment-là, 
le soleil était sur 17° du Scorpion (?). Or il se fait que tous les laps de 
temps qui commencent au moment où le soleil est sur 0 du Scorpion 
ont une correction positive. Ptolémée néglige tout simplement ces 
17°, ce qui cause une erreur d’une minute environ. 

Au contraire, explique Théon, Sérapion (3) voulait qu’on tienne 
compte de ces 17°, et il faisait retrancher 1 m. 4s. dans certains cas. 

Théon pense même que c’est en raison de cette facilité que les tables 
partent de l’an 1 de Philippe. C’est douteux : l'équation du temps joue 
un rôle tellement mince dans l’astronomie de Ptolémée, qu’il serait 
étrange qu’on ait construit toutes les tables faciles en tenant compte 
de ce détail. 

Ptolémée a-t-il eu lui-même l’idée d’arranger ainsi la table facile ? 
On ne saurait le dire. Une pareille table a pu exister avant lui, et elle 
a existé si le Sérapion dont parle Théon est antérieur à Cicéron. 


(1) DELAMBRE, Histoire de l'astronomie ancienne. Paris, 1817, tome 2, p. 630. 
Le temps moyen est somme toute quelque chose d’arbitraire. Il ne serait pas 
«faux » de l’avancer ou de le retarder d’un quart d'heure, pas plus qu'il n’est 
«faux» d'adopter l’heure d'été. Il suffit d'en tenir compte dans les calculs. 
Nous imaginons bien que Delambre, astronome de métier, et l’un des créateurs 
du système métrique décimal, se rendait compte de cela, et c’est cum grano 
salis qu’il faut comprendre ce reproche qu’il fait à Ptolémée. 

(?) Cfr. Par, 2450, fol. 1398, En calculant d'après l’Almageste, nous trouvons 
que la position moyenne est 17°40’ et la position vraie 16°44’ du Scorpion. 
Toujours en calculant d'après l’Almageste, l’erreur commise en négligeant ces 
16°44’ ou 17°40’ est de 1 m. 15s. 

() Sur Sérapion, voir plus loin, § 8. 
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_ Logiquement, l’idée de cet arrangement peut dériver de l’Almageste. 


Ptolémée y remarque, en effet (p.261, 12 sqq.) que les arcs compris 


; 
a 
L 


entre 0 du Scorpion et le milieu du Verseau donnent toujours une 


… correction positive; et les arcs compris entre le milieu du Verseau et 


la fin de la Balance une correction négative. Cette constatation une 


_fois faite, il était simple de contrôler que le maximum de correction 


negative ne dépasse jamais le maximum de correction positive, en 


_ sorte qu'un arc quelconque commençant à 0 Scorpion a toujours une 
correction positive. Mais si, logiquement, on peut faire dériver de 
_ PAlmageste le principe de la table facile, cela ne prouve pas qu’histo- 


riquement, les choses se sont passées ainsi. 

Albattani (*) combine aussi la table de l'équation du temps avec celle 
des ascensions droites. Mais l’équation du temps est donnée en degrés 
de l'équateur, elle a son zéro sur 18 et 19 du Verseau, et elle doit être 


“soustraite pour passer du temps vrai au temps moyen. 


On peut expliquer cette disposition exactement comme nous venons 
d'expliquer la disposition des Tables faciles : l'équation du temps, chez 
Albattani, a le même sens que chez Ptolémée : Dans le chapitre 29 
d’Albattani, l'alinéa 5 de la traduction Nallino reproduit fidèlement 
un passage de l’Almageste. 

Seulement, le point de départ des tables de la lune et du soleil, chez 
Albattani, n’est pas, comme dans les Tables faciles, le 1 Thoth de 
l’ère de Philippe an 1 : Pour les tables du tome 2, p. 72, qui suivent 
immédiatement la table combinée de l'ascension droite et de l’équa- 
tion du temps, c’est le 1 Mars — 311, pris arbitrairement par Albattani 
comme début de l’ère de Dhu’l-quarnayn (au lieu du 1 septembre—311 
qu'il adopte en d’autres occasions). Les premières années de l'ère 
n'ayant pour lui aucun intérêt, Albattani ne donne la position moyenne 
qu'à partir de l’an 931 Dhu’l-quarnayn (= 1 mars 620, soit 2 ans 
et 136 jours avant l’hégire). 

A côté de ces tables, basées sur l’« année romaine », Albattani en 
donne, tome 2, p. 19, qui se fondent sur le calendrier arabe et partent . 
du début de l’hégire, soit le 15 juillet 933, ère de Dhu’l-quarnayn = 
15 juillet 622 de notre ère. Ces dernières tables ne sont pas mises en 
rapport avec la table de l'équation du temps, du moins si l’ordre de 
succession des tables peut servir d'indice. 

Or au 1 mars — 311, le soleil se trouvait au commencement des 
Poissons : sur 6,70 des Poissons, d’après la table approximative de 


(1) Cfr. AL BATTANI sive ALBATENII, Opus astronomicum, éd. C. A. Nallino, 
Milan 1903, au chapitre 29 du texte, pars 1, p. 48 sqq. et pp. 221-223; et la table, 
pars 2, p. 61 sqq. et pp. 221-222. 
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P .V. Neugebauer (1); sur 2013'46 des Poissons en position moyenne, 

ce qui ferait environ 4°7’ en position vraie, si dans la table d’Albattani, | 
t. 2, p. 72, l'on prend la position du soleil indiquée pour l’an 931 de 
l'ère Dhu’l-quarnayn et si l’on décompte le mouvement du soleil pen- 
dant 930 ans d’après la même table (?). be 

D'autre part, Albattani calcule, comme l’Almageste, que les arcs 
compris entre 0 du Scorpion et les 2/3 du Verseau (Ptolémée disait le 
milieu du Verseau) donnent toujours une correction positive, et les 
arcs compris entre les 2/3 du Verseau et 0 du Scorpion donnent une 
correction négative. D’ot suit, en raisonnant comme précédemment 
(p. 221), que tout arc commençant aux 2/3 du Verseau donnera une 
correction négative. Vi 

Mais au 1 mars de l’ère de Dhu’l-quarnayn an 1, le soleil n’était qu'à 
139 en avant des 2 /3 du Verseau. Nous supposons qu’Albattani néglige 
ces 13°, tout comme Ptolémée avait négligé les 17° du 1 Thoth an 1, 
ère de Philippe. Il ne s’est pas trouvé de Sérapion arabe pour protester. 
Du moins nous n’en connaissons pas. 

Et finalement, Albattani obtient, comme Ptolémée, une table 
donnant par simple lecture la solution du problème tel qu’il se posait 
en pratique. Seulement, chez lui, on voit que ce problème mène tou- 
jours à une solution négative, tandis que dans les Tables faciles, il 
mène toujours à une solution positive. 

Il n’est donc pas très exact de dire que, chez Albattani, le temps 
vrai est toujours en avant du temps moyen, pas plus qu'on ne peut 
affirmer l'inverse de Ptolémée : cette affirmation, qui reflète les con- 
ceptions de Delambre, ne tient pas compte de l'énoncé antique du 
problème, et transporte dans l’antiquité l'énoncé moderne (5). 


(1) Cfr. P. V. NEUGEBAUER, Gendherte Tajeln für Sonne und Planeten, dans 
Astronomische Nachrichten, 248 (1933), n° 5937. Ces tables donnent, par une 
rapide addition, la position du soleil 4 0,2° prés, approximation bien suffisante 
dans le cas présent. . 

(2) La table en question étant imitée de la Table facile de Ptolémée, met en 
regard de l’argument 1, la position au début de la 1re année. Dans l’Almageste, 
on donne la position à la fin des périodes. 

(3) L’explication que nous proposons ici ne rend pas compte d’un détail 
d’Albattani : au chap. 29 (6° alinéa de la traduction Nallino, t. 1, p. 49), celui-ci 
dit avoir ajouté 0°18’ à la longitude initiale de la lune. Schiaparelli (ibid., 
p. 222) pense que c'est pour tomber d'accord avec Ptolémée : en effet, dit-il 
après Delambre, chez Ptolémée le temps vrai est en retard sur le temps moyen; 
chez Albattani le temps vrai est en avance sur le temps moyen. D’autre part, le 
temps moyen de Ptolémée vient coïncider avec le temps vrai lorsque chez 
Albattani, le temps moyen est à sa distance maximum, et réciptoquement. 
Les deux temps moyens sont donc à 1/2 heure environ l’un de l’autre: et pour 


| . 33 oa | 7 . , f p » c | à 
-on accuser Ptolémée et Albattani d’av 
us leurs nombres, 1 
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sae = vag? a : a 5 7 [ 47% ‘ 1.3. 4 
sur Sérapion. — La Real-Encyklopadie de Pauly- 
Vissowa est arrivée en 1923 à l’article Sérapion. Le premier auteur 
qu’on y étudie est un astrologue égyptien du 3e siècle après JC. 
Celui dont nous avons parlé ci-dessus est, d'après MM. Klotz et 
_ Kroll, le 4€, qui serait antérieur à Cicéron. Cet article citant vaguement 

4 « Theon in Ptolem. I 10 », voici quelques précisions à ce sujet (d+ 1e 

Tout d’abord, il ne s’agit pas du commentaire de Théon surl’Alma- __ 
- geste, mais du Grand Commentaire sur les Tables faciles. Théon vient 
_ d'expliquer qu’au 1 Thoth de l'ère de Philippe an 1 à midi, le soleil 
_ se trouvait sur Scorpion 17°. En pratique, on peut traiter le problème 

_ de l'équation du temps comme si ce jour-là le soleil était sur 0° du. 
- “ Scorpion. « C’est pour cela aussi que Sérapion, dans son commentaire 
. à sa propre Table facile, retranche aux soixantiémes trouvés dans la 
- table des ascensions droites, les soixantiémes correspondant dans la 


3e colonne à 17° du Scorpion, soit 1'4'’; et il prend ensuite le 4 /4 du 


is 


. vo ». 


_ faire coincider les résultats d’Albattani avec ceux de Ptolémée, il fallait ajouter 
- aux données d’Albattani 18’ représentant le chemin de la lune pendant ce temps. 


À, En fait, cette explication ne tient plus si l’on considère l'énoncé antique du 
7 problème. En outre, il nous semble que les tables de la lune et du soleil chez 
a Albattani ne correspondent pas a celles de Ptolémée. Par exemple, pour le 
27 Choiak, ère de Nabonassar an 1370 = 15 juillet 622 = début de l’hégire, la 


“ longitude moyenne de la lune d’après l’Almageste est 130°22’27”, soit 10°28’41” . 
S _ de plus que ne donne Albattani, tome 2, p. 19. Pour le 16 Mesori, ère de Nabonas- 
sar an 1367 = 1 mars 620 = début de l’an 931 ère de Dhu’1-quarnayn,1’ Almageste 
fait trouver 23903739" soit 10°39’34” de plus que chez Albattani. Ce n’est donc 
pas en ajoutant 0°18’ qu’Albattani aurait remis sa table d’accord avec celle de 
Ptolémée. L'accord n’existe d’ailleurs pas plus pour le soleil, et là Albattani 
“  n’ajoute rien : pour le début de l’hégire, l’Almageste fait trouver 1043’12” 
* de moins qu'Albattani, et pour l’an 931 Dhu’l-quarnayn, 1°42'22” de moins 
qu’Albattani. Ce dernier nous paraît avoir corrigé les tables grecques pour les. 
faire correspondre à ses observations; mais cela implique qu'il n'a pas cherché 
à mettre ses tables d'accord avec les tables grecques. 

(1) Voici ce texte de Théon, tel qu'il se trouve dans le Par. gr. 2450, fol. 139% ‘ 
bio Kai 6 Lepamiwv tod à cic Tov MpPdXElpov EauTOD oXokiov >, dpapwy dno tw 
mapaxemevwy ev TH dp0ñ opaipa EEnKootWv, TA TapaKeiveva ev © TH IZ woipg tod 
Zxopniou a d, 6tav mheiw THY TOOOUTWV TUYXdvwol, TWV hoitWv AauPdver TO d', TOO 
Trokeuaiou dé év TH TPd¢ ZUpov TO TOGOÛTOV Le ddid@opov tapeWvtoc. Corrections 
proposées provisoirement : a. év tH b. oXohiw c. év <tw tpitw edi > tf. Par. 
gr. 2450 omet souvent des mots. Par conséquent, il est plus vraisemblable 
d'ajouter des mots à l'endroit qui fait difficulté, enc, que de supprimer év, ce 
qui donnerait le même sens. 


ce ane ares ur commentaire. C'est 1 4 
ment. Mais on n’y arrive qu’en faisant deu 
_ bien hardi d'affirmer qu’ une fois bien établi ce arto va p 
tout autre chose. | Ro TS =, 
Dans l’état où il se ut er ct a si Pon admet 4 que 
Théon parle du méme Sérapion que Cicéron, ce passage 
donc que la table facile des ascensions droites, avec l’équation du temps. 
dans la 3e colonne et le 0 au Scorpion, est antérieure à Ptolémée, qui 
i aurait done reprise telle as 


(huCtr: es Cds astronomica minora, p. 162, 23-163, 6. 
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Sur la détermination de la date de Pâques 


Démonstration générale de la formule de Gauss. 


. Nouvelles formules, très simples, très rapides, 
en fonction du seul millésime m 


Tables pour calculer la date de Pâques par ces formules 


PAR LE 


Frère NAMASE-MARIE (J. M. OUDIN) 


Docteur ès Sciences (Montpellier) 
professeur au Scolasticat Notre-Dame à Hal (Belgique) 


OBJET DE CE TRAVAIL. — Il n'existe pas, à ma connaissance, de 
démonstration générale de la célèbre Règle de Gauss, qui permet de 
déterminer la date de Pâques, dans le Calendrier julien et dans le 
Calendrier grégorien, en fonction du seul millésime m. 

* Je me propose, dans les pages qui suivront, d’en donner d’abord 
une démonstration générale, qui serait en bonne place au chapitre III 
de la {re partie de mon livre : « Les Secrets des Calendriers à la portée 
de tous » (!), où il est question de la Règle de Gauss et de la détermi- 
nation de Pâques par le calcul. La remarque qu’on y lit, page 66, 
sur les exceptions de la Règle de Gauss et l'application de la formule : 
P= 45—-E+ (E— I, + 2);, montre bien que je m'étais préoccupé 
de la question, mais je dois dire, et je n’ai ni peine, ni honte à l'avouer, 
que mes efforts n'avaient pas abouti. Cette démonstration me paraît 
maintenant si simple, si naturelle, que je suis étonné de ne pas l'avoir — 
trouvée plus tôt. En revanche, elle m’a permis de me poser la question 
suivante : Ne pourrait-on pas trouver une Règle plus simple, plus 
rapide que celle de Gauss, pour calculer la date de Pâques en fonction 
du seul millésime ? 

La formule générale que je me propose en second lieu d'établir 
permettra, je pense, de répondre à cette question par l’affirmative, et 


(1) Librairie générale, 77, rue de Vaugirard, Paris-VIe, Scolasticat Notre- 
Dame, 174, chaussée de Lennick, Hal (Belgique). 
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Tec = LOL L 
_mét él gil pr esp en 1 ort équivale ey 
_paraisse plus que le millésime m. L'étude ME ption 
| présente ainsi aucune difficulté, et la méthode apprend 1 | à : Fa 
correction, en même temps qu elle signale les années où ils s 


Le 


Fa la date de Pâques, toujours en fonction du seul millésime m, — 
en cherchant directement la date du manehe qui suit immédiate- 
ment la pleine lune pascale. 
Enfin, je me propose de construire ooh Tables pour calculer la eh 
_ de Pâques, dans le Calendrier julien et dans le Calendrier grégorien, 
_ jusqu’à l’an 5099, en fonction du seul millésime et par application — 
de ces nouvelles formules. 


CON 


RAPPEL PRÉLIMINAIRE DE QUELQUES DÉFINITIONS ET NOTIONS 


| 

ni duisent. aor 
ete. 23 En troisième lieu, je me propose de montrer qu’on peut aisément 
SUCCINCTES DU COMPUT UTILISÉES DANS LES DÉMONSTRATIONS. 


19 NOMBRE D'OR. On sait, depuis Méton, que tous les 19 ans ® 
les nouvelles lunes se présentent à peu près aux mêmes dates. Le rang, 
qu’occupe une année # dans le Cycle de 19 ans ou de Méton, est le 
nombre d'or de cette année, I’an 1 de notre ère ayant eu 2 pour nombre 
d’or, il en résulte que le nombre d’or # de l’année m est donné par la 
formule : 


n= (m + Ti = (mo + 1, 


en convenant de représenter par (m + 1),9 et (mm) 9 les restes de la 
division par 19 des nombres m + 1 et m respectivement. 


2° LETTRE DOMINICALE. — La lettre dominicale d’une année com- 

mune m de 365 jours est celle qui, parmi les 7 premières lettres de | 

l'alphabet, marque les dimanches au cours de cette année, dans le ~ 
Calendrier solaire perpétuel. Les lettres deviennent dominicales, d’une 
année à l’autre, dans l’ordre G, F, E, D, C, B, A, et les années bis- 
sextiles ont deux lettres dominicales, la premiére ne servant qu’en 

janvier et février, la seconde marquant les dimanches de mars jusqu’à | 

‘ 

; 


la fin de décembre. C’est donc cette seconde lettre qui intervient dans : 
la date de Pâques. 


— 997 — 


et elles seront numérotées dans l’ordre où elles deviennent dominicales. 
On aura donc : a 


Gea eh Mie 3D = 4,-C=— 5, B= 6, A=7 ou ts 


Lettre dominicale julienne de l’année m. — L'année 1 avant notre ère, 
année () des Astronomes, a été bissextile et sa seconde lettre domi- 
nicale a été C = 5. Soit alors l’année m. J’obtiens le nombre de lettres 
devenues dominicales pendant m années, en ajoutant Am autant d’uni- 
tés qu'il y a eu d’années bissextiles pendant ce temps, puisque chaque 
année bissextile a employé deux lettres dominicales. Or, pour connaître 
le nombre d’années bissextiles qu'il y a eu en m années, il suffit de 
diviser m par 4, de négliger le reste de la division pour ne conserver 


_ que le quotient entier, ce que je représente par l'écriture iE: 


Ainsi, pendant les m premiéres années de notre ére et les 4 années 
qui l’ont immédiatement précédée, il a fallu employer un nombre de 


lettres dominicales égal à : 5 + m + qe Le reste de la division de 


cette somme par 7 sera le numéro de la lettre dominicale de l’année m, 
dans le Calendrier julien. On a donc : 


m 

TP (5 tm + a 
/7 

Lettre dominicale grégorienne de l’année m. — Dans le Calendrier 


grégorien, on sait que trois années séculaires sur quatre sont communes, 
tandis que, dans le Calendrier julien, toutes les années séculaires sont 


_bissextiles. 


Si donc le Calendrier grégorien partait de l’année séculaire bissextile 
zéro, l'expression ci-dessus, pour tenir compte de ce fait, serait rem- 


m C Bis 
placée par la suivante : ( 5+tm + ales + 7), c désignant le nom- 


bte de centaines du millésime m. Mais, la réforme grégorienne n’ayant 
eu lieu qu’en 1582, cette expression n’est pas exacte, La lettre C—5, 


qui marque les dimanches de 1582 depuis le 15 octobre jusqu’à la fin : 


de cette année, va nous permettre de trouver le terme correctif. Si, 
en effet, on désigne par x le nombre à ajouter à l'intérieur de la paren- 
thèse, et si l’on remplace alors m par 1582 et c par 15, l'expression doit 
avoir 5 pour valeur. On a donc : 
1582 TWD 
(5 + 1682 + —15 + | + x) =5, 
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Les lettres dominicales entreront dans les calculs par leurs numéros, 


URAL ES 
= mn à - On appelle 
| Fendi e, âge di 
donc un nombre qui peut varier de 0 à 29. Dans le 
_ afin d’assurer une meilleure distribution des mois 
. 30 jours, on a créé deux épactes 25, que l’on STREET: 
seconde en caractéres différents, par exemple XXV. Cette 
remplace 25 toutes les fois que, pour l’année en question, le nomb 


d’or est supérieur. à 11. fiienb este ae 
| base dans le Calendrier get — Elle est donnée par la formule : _ 
= [8 oa (n —= 1) 11130; : Miatics Si r TEE Ph 


dans laquelle # est le nombre d’or de l’année m. 
Epacte dans le Calendrier grégorien. — Elle est pote par la ee 
mule générale : etui es 


~ 
E=[S—e+g+ gee]. 


dans laquelle c représente le nombre de centaines du millésime m, n le 
nombre d’or de cette année, et £ le quotient entier de la division de 
es 
(c — 17) par 25 : {Be 55 ) | 
Ces deux formules et les suivantes sont démontrées dans l'ouvrage 
précité : « Les Secrets des Calendriers à la portée de tous ». 


4° DATES DES NOUVELLES ET PLEINES LUNES PASCALES. — Les 
nouvelles et pleines lunes pascales sont données, en jours de mars, 
par les formules suivantes : _ 


NL =31—E (du 8 au 36 mars ou 5 avril) 
PL = 44 —E (du 21 au 49 mars ou 18 avril). 


— 99 — 


Règles qui rendent ces deux formules générales. ah 
Première-règle. — Si K < 23, on remplace E par sa valeur même. | 
Deuxième règle. — Si E > 23 (EA 24et E 4 XXV), on remplace F, 
par sa valeur diminuée de 30, c’est-à-dire par un: nombre négatif. 
Par.exemple, sii: = 27) on “ptend =’ 27-136 1 2 
Troisième règle. — Si EX = 24, on remplace 24 par 25, et on applique 
alors seulement la seconde règle, c’est-à-dire que l’on prend EB = —5 
(au lieu de — 6). | 
Si EK = XXV, on remplace XXV par 26, et on applique alors seule- 
a la seconde règle, c'est-à-dire que l’on prend E = — 4 (au lieu 
e — 5). 
Cette dernière règle a son explication dans les deux faits suivants : 
a) Au 5 avril, dans le Calendrier grégorien perpétuel solaire et 
lunaire, sont inscrites les épactes 25 et 24. Or, quand E = 24, la nou- 
~ velle lune pascale est précisément le 5 avril. 
b) Au 4 avril, les épactes 26 et XXV sont aussi inscrites ensemble. 
| Or, quand E = XXV, la nouvelle lune pascale est précisément le 
DD 4 avril. 


50 RORMULE DE DÉPART. — C’est la formule suivante : 


P=45—E + (E— I, + 2), mars (de 22 à 56), 
i _ que j'ai établie dans le chapitre III de la Ire partie de l'ouvrage cité 


plus haut. Elle donne la date de Pâques P, en jours de mars, de 22 à 56, 
en fonction de l’épacte E et de la lettre dominicale L, soit dans le 
Calendrier julien, soit dans le Calendrier grégorien. 

L'expression (E — L, + 2), représente le reste positif ou nul de la 
division de KF — I, + 2 par 7. On peut donc enlever de suite, dans la 
parenthèse, le plus grand multiple possible de 7, sans changer la valeur 
de l'expression. S’il reste alors dans la parenthèse un nombre positif, 
c’est la valeur de l'expression; s’il reste un nombre négatif dans la 
parenthèse, il suffit de lui ajouter 7 pour obtenir la valeur de (KH —T., 


+ 2),. 


Règles à appliquer pour que la formule de départ soit générale. 

Parmi les trois Règles relatives à l’épacte formulées ci-dessus, les 
deux premières doivent toujours être appliquées. Quant à la troi- 
siéme, elle n’est de rigueur — lorsque EF = 24 — que si, en même temps 
L = D, et — lorsque E = XXV — que si, en même temps L, = GC 
Ce sont les lettres qui figurent en face de 25.24 au 5 avril, et en face 
de 26.XXV au 4 avril. Mais, pratiquement, la troisième règle sera 
toujours appliquée quand E = 24 et quand E = XXV, quelle que soit 


Er 


; la lettre dominicale. Ces one ont leur ine dans Ie établissement 
des formules en question. ns Shah ' | 


LA FORMULE DE GAUSS SOUS SA FORME COMPLETE. | 


« Gauss, célèbre astronome et mathématicien allemand (1777-1855), 
a donné, pour calculer la date de Pâques, une formule élégante et 
d'un maniement facile. 

Malheureusement, il ne s’est pas préoccupé d’en laisser une expli- 
cation. » 

Ce regret, exprimé par M. le chanoine Brouillet, curé de Barbézieux 
(Charente), dans un opuscule qu’il a publié en 1926 sur la détermination 
de la date de Pâques, rejoint celui que Delambre formulait plus d’un 
siècle auparavant, dans son « Astronomie théorique et pratique », 
au sujet des variables M et N. 

Cet astronome français estime que le simple énoncé de la Règle de 
Gauss remplacerait le gros volume du savant Jésuite Clavius, si 
l’astronome allemand avait ajouté la manière de continuer la table 
des M et des N, qu’il n’a étendue que jusqu’en 2499. 

Cette date 2499, que j’ai relevée dans l'édition de 1814 de l’Astro- 
nomie de Delambre, est en désaccord avec celle de 4199, que donne 
« L’Astronomie » dans son numéro de septembre 1938. Voici, en effet, 
ce qu’écrit dans cette Revue M. P, Calot, Directeur de l'Observatoire. 
d’Abbadia : 

«Et d’abord, reproduisons sous sa forme complète cette formule 
(si souvent mutilée), telle qu’elle avait été donnée par Gauss en 1800, 
et subdivisée par lui en plusieurs formules partielles. 

» Soient, pour abréger, les deux symboles suivants (x et y étant 
deux nombres entiers et positifs) : 


( à pour désigner le quotient entier de x par y, le reste de la division 
étant négligé; 
( ;) pour désigner le reste, nul ou positif, de cette même division, le 


quotient étant négligé. 


Soient ensuite les diverses lettres employées : 

T le millésime de l’année en question, 

k le nombre de centaines du millésime, 

?, 9, M, N des nombres ne dépendant que de À, et définis comme il est 
dit ci-dessous, 


i, 
e- 


ape 


Ba) be, d, e des nombres fonctions des lettres précédentes et définis 
_ comme ci-dessous, 


Voici, avec ces notations, les formules partielles de Gauss, et la 
valeur de P (date de Pâques), qu’il en déduit : 


= (i) tm Gp a (Es); x (FED). 


> 
Yr 


7 


BG) OG) CO) 


4 7) 30 
P= (22 + d+ e) de mars ou (d + e — 9) d’avril. 


Cette formule (Gauss lui-même l’a signalé), ne s’applique pas à deux 
cas exceptionnels dont nous parlons ci-dessous. En dehors de ces deux 
cas, Gauss déclarait que ses formules étaient générales, ce qui n’est 


exact que jusqu'à l’année 4199. » 


Ce passage de M. Calot, rapproché de ce que dit Delambre des M 
et N de la formule de Gauss, laisse à supposer que Delambre n'avait 
pas la formule de Gauss sous sa forme complète. Laissant à un érudit 
le soin d’éclaircir ce point, j'en viens à la démonstration de la célèbre 
formule. 


I. TRANSFORMATIONS DE LA FORMULE P = 45—E + (EF —I,+2), 
EN UNE FORMULE ÉQUIVALENTE OU NE PARAISSE PLUS QUE LE MILLÉ- 
SIME ET QUI SOIT LA FORMULE GÉNÉRALE DE GAUSS. 


La démonstration comprendra deux parties, suivant que l’année m 
appartient au Calendrier julien ou au Calendrier grégorien. 
a) m appartient au Calendrier julien. 

Lorsque E = 23, la pleine lune pascale est le 44 — 23 = 21 mars et 
si ce jour-là est un samedi, Pâques est le lendemain 22 mars. La 
fête dé Pâques ne peut pas être plus tôt, d’après cette Règle adoptée 
au Concile de Nicée, en 325 : Pâques est le dimanche qui suit la pleine 
‘lune tombant le 21 mars ou après. La formule générale prise comme 
point de départ des transformations peut s’écrire, en mettant cette 

date du 22 mars en évidence : 


P = 22 + (23 —E) + (E—L +2). 
Je vais transformer successivement les deux parenthèses en expres- 
sions équivalentes, où ne figure plus que le millésime m de l’année, 


de telle sorte qu’apparaisse la Règle de Gauss. 
Transformations de la première parenthèse (23 — KE). — Posons 


= 989 — 


s = (23 — E) et remarquons que, lorsque E croît de 0 à 23, s décroit | 
de 23 à 0, et que, lorsque E est supérieur à 23, l’épacte se remplace, 
en vertu de là deuxième règle ci-dessus rappelée, par un mom bts néga- 
tif, de sorte que s est supérieur à 23 : s varie de 0 à 29. 
À E < 23, on a, en remplaçant E par sa valeur [8 + 11 (n - — 1)]s0 : 
= (23 —E) = 23 — [8+ 14 (n — 1)]g9 = [23 —8— 11 (ST 1)130 
= [15 +.19 (n—1) so, ou enfin s = [15 + 19 (m m)r9]30- 
is E > 23, on peut écrire successivement : 
= (23 — EF) = 23 + 30 —[8 + 11 (nm — 1)]x9 = [53 —8— 11 
de — 1]30 = [45 — 11 (m —1)]3 ou enfin s = [15 + 19 (n —1)]30 = 4 
[15 + 19 (m 
@ Lon ees pas la troisième règle, c’est-à-dire si E ~ 24 et 
E + XXV, ona équivalemment : 


= (23 — FE) = [15 + 19 (m)j]30, 


et il enest ainsi,car lecalendrier julien n’a nil’épacte 24 ni l’'épacte XXV. 
Transformations de la seconde parenthèse (E — 1, + 2);. — Posons — 
t= (E—1,+ 2), = (E+ 61 + 2),. En remplaçant E en fonction 


ae m 
de m par l’intermédiaire de s, et I, par sa valeur (5 +m + ae 


on a successivement : 


m 3 = om * 
= | 2354304 6m4.6 m4 2 | [ 6+65-+6 (m).+6 (% ie 


car on peut ôter ou mettre dans la parenthèse, autant de multiples 
de 7 que l’on veut, sans changer la valeur de ¢. La dernière expression 
obtenue pour ¢ peut encore s’écrire : 


t= [6 + 6s + 4 (m); + } (m); + 6 grue 


: ; ; < , [M 
Je vais maintenant transformer l'expression [2 (m); + 6 (=) | 
77 
en une expression équivalente plus simple, n’ayant qu’un seul terme. 
Je remarque, a cet effet, que la définition de la division et les conven- 


tions adoptées pour représenter le reste (m), et le quotient entier % 
de la division de m par 7 et par 4 respectivement, permettent d'écrire 
les deux égalités suivantes : 


+ (m)4, (1) 


(m);= m — 7. 7 (2) 


— 933 — 


__ En portant dans (2) la valeur de m prise dans (1) j'obtiens : 


7 mM m 


on 2(m)q = 8.5 + Am) —14. 
et en ajoutant 6 CE aux deux membres : 


Mm 
A); + 6(%) au te OA) eg ee 


Si l’on égale les restes de la division par 7 des deux membres, on 
obtient l'expression désirée : 


| 26m); me (7) | = 2 (m)4, 


ou encore : | 20m): +0 FA = 2 (m),. 


Cette égalité est l’expression d’une propriété arithmétique qu’on 
énoncerait aisément, et qui n’a peut-étre jamais été formulée. 
Tenant compte de la valeur obtenue 2(m), équivalente a 


fam +60), 


la seconde parenthèse s’écrit finalement : 
t= [6 + 6s + Am); + 2(m)al; = [ma + 4(m)_ + 68 + 6]. 


Cette valeur de ¢ est une fonction du seul millésime m, et c’est la 
seconde expression que demande de former la Règle de Gauss. 
Les deux membres de l'égalité : 


(E—L + 2); = [ms + 4m); + 6s + 6]; 


sont équivalents, si l’on n’applique pas au premier membre la troi- 
sième règle relative à l’épacte. Or, dans le Calendrier julien, l'épacte 24 
et l’épacte XXV n'existent pas. Il s’ensuit que la formule : 


P=22+s-+1 


donne, sans exception, la date de Paques dans le Calendrier julien, 
en jours de mars, de 22 à 56. Si ce nombre P ne dépasse pas 31, c’est 
la date de Pâques tombant en mars; s’il dépasse 31, on obtient la date 


7 : 5 Ti eine iar ee + mar & 
252. “ou par la formule: P= 34 = = (s oe t—9): avril, sis + 
Cette formule donne, sans exception, la date e lékactes de 
pour une année quelconque m du Calendrier julien. Dans les ex 
sions des et#,A = 15etB = 6, heli i + durée de ¢ if FAIRE 
| = ay L ht << 
à m RPAGTÉER au Calendrier prs © — On a encore : 
P= 22 + (23 —E) + (E— pepe ' 


Frinton de (23—E) en une expression Pre où = È 
figure plus que le millésime m. Ÿ | 
Posons s = (23 — E) et APE E par sa valeur qui is x: 


c L c—17 
B= [8er + ati), avec k = 55 
(quotient el ; on a successivement, si E < 23: _ 


= 3 LE CU een arden Zot @—H] = 


Fag @m—1)| 


CE 


[i5+e—r 


D pre ee 19 |. 
; À np 3 _|30 
Et si E > 23, on peut écrire successivement : 


. Me 6 ee 
s= (8 —E) = [23+ 30-8 + 072 È _ 11 ( Gel 
C c—k 
45 a yah Soup 19 (n—1) |, 
(akin Cinema Tr a 


ous = C3) =| 15 +e—4 — 


5 | 
_ le second membre étant une fonction du seul millésime m, puisque c 
teprésente le nombre de centaines de m. Les deux membres sont équi- 
valents, tant que l’on n’applique pas la troisième règle au 17 membre. 
_ J'examinerai plus loin ce cas exceptionnel. 


TR 


| — 235 — 
._ Que Esoit supérieur, égal ou inférieur à 23, on a toujours : 


¢ — 


SU D = [54e Ê À + 19 (m) 19| 
es 0 


Transformation de (E —T, + 2), en une expression équivalente où 


ne figure plus que le millésime m. 


Posons ¢ = (E — I, + 2), et remplacons dans le second membre 
E et I, par leurs valeurs en fonction du millésime, L’épacte E se rem- 


place en fonction de m par l'intermédiaire de s, E = 23 —s, et I, 


| par la formule établie plus haut : L = (m a - — c + À ; 


i 4 7 
On a ainsi successivement : 
PAIE — L+-2}y=(B+61+2}=| 23 —st+6m+6%—6c+6 7+ 2| 
ou 
” 6 M , C C mm. 
si 466-4 6m + 6% +0—7 |= Lite + 65+ 4m-+ 2m +87 | 


m\ | 


oar = | 4 ac $ + 6s + A(m)z + 2(m), + 6 (nel 


Or, EC +6(7) | — 9{m),, ainsi que la propriété a été éta- 
Tease ‘ 
blie plus haut. On a donc finalement : 
re D NES E Ho? + 6s + Alm), + 24m), | | 
‘ . i 


ou dans l’ordre qui figure dans la règle de Gauss : 


t= (EL + 2) =| Ame + A) fuite Ab 
Hf 


Le crochet est une fonction du seul millésime m, car c qui y figure 
représente le nombre de centaines du millésime; et il est équivalent 
au premier membre (E — I, + 2);, pour toutes les valeurs de E qui 
ne nécessitent pas l’application de la troisième règle relative à l’épacte 
(De 26 Gt He EXNV}, 


‘examiner « is 4732 RE ips à +5 
| de Gauss sous sa forme À bituelle. 84 Mir nn à 2. 


| 

| 

| 

Fi ae de Gauss dans le Calendrier DA. + 
| 

| 


ie de Phe 
| Qe OE ja é4/d ie ve olen 
A = [is + i ae ww’ avec k= 55 (quotient ë ; 
=a + ; . fhe ‘ ; j ’ a 

fea Secu ¥ Jee. CET 
B=(4+c—7). | +59 a 
= (m)i9, q = (m)s, Fe (17). à É a ; Bis | 
Tes expressions de s et ¢ s’écrivent alors : J+ tdi 


s = (198 + A), 
t = (29 + &r + 6s + B),, 


et la date de Paques, pour toute année, est donnée par la formule 
(années des cas exceptionnels mises à part) : 


P = (22 +s + #) mars, de 22 à 56. 


Si 22 < P < 31, P exprime la date de Pâques, en mars. 

Si 31 < P < 56, la date de Pâques, en avril, est obtenue en retran- 
chant 31 à P; P— 31 = (s + ¢— 9) avril. 

On voit que la formule est la méme dans les deux Calendriers, avec 
toutefois cette différence : 

Dans le Calendrier julien, A et B sont des constantes absolues, © 
valant A = 15etB = 6, pour toute année de ce Calendrier.’Tandis que, 
dans le Calendrier grégorien, A et B ne restent constantes que si le 
nombre de centaines du millésime est lui-même constant. Ainsi, de 
1900 à 1999, où c = 19, A = 24, B = 5. De 2000 à 2099, où c = 20, 
A = 24, B = 5. De 2100 à 2199, A = 24, B = 6. 


+? #2 

aantité A: se Robe à à pt et varie ae 0 a 29. 5 

t des corrections séculaires de l’épacte, qui sont l’ap 

ois régles adoptées pour la correction (v. p. 54 des « Secr 

endriers à la portée de tous »). > 
a quantité B se rapporte à la lettre deinen et varie de 0 à 6. 

variation provient de la réforme grégorienne qui a rendu communes 


‘années tre sur 4. On passe aisément de B = (4 + Gas Te 7 


a Bs N =|4 + 3. = - où |. valeur que j "indique p. 66, dans I’ ou- 

7 
_vrage pics: En effet, d'après la définition de la division : 
 c—A. fi + (c)4; en portant cette valeur dans (4 + c— er il vient: 


1 É a Ë di 4 ig Gaz l= | 4 “ ier + CHE 


_ Énoncé de la Règle de Gauss pour déterminer Pâques dans le Calendrier 
julien et dans le Calendrier grégorien, en fonction du seul millésime m. 
19 Trouver les restes p, g, r de la division du millésime m pes 19, 
4 et 7 respectivement. 
20 Trouver le reste s de la division par 30 de l'expression 199 + A, 
avec À — 15 dans le Calendrier julien, et 


een émane | 


REF : (quotient entier), | 
] 


dans le Calendrier grégorien © 


ù à ÈS: ML LR. +. à + Ea, oa 


Se ti 
25 


c = nombre de centaines de" 


30 Trouver le reste de la division par 7 de l'expression 
2q + 4r + 6s + B, 


avec B = 6, dans le Calendrier julien, 


et == (4 +c— ra , dans le Calendrier grégorien. 
7 


4 mi [iste gee +190» |, +] 
Dt 6 Ps 22 + s Li. at 


La formule (1) va nous permettre : 
40 de reconnaître les deux cas a a quand o on fait u usage 

de (2); { R es 

2° de dire quelle erreur on commet alors sur s a sur ¢, et par suite 
de connaître la date exacte de Pâques dans ces deux cas, parce que . 
cette formule (1), quand on applique la troisième règle à E, fait con- 
naître la date exacte de Pâques dans les deux cas exceptionnels des 
épactes 24 et XXV. 


Premier cas exceptionnel : E = 24 avec L=D.=# 
L'application correcte de la formule (1) exige que l’on remplace 
E par — 5 a lieu de — 6), ce qui donne dans cette formule : 


= 22 + (28 — FE) + (E—L + 2);; 
= 22,4 (03 4 5) Bf tite He 

ou RER: 28 + 0 — 50 mars ou 50 — 31 = 19 avril. 
L'application de cette même formule, sans tenir compte de la troi- 
 sième règle, qui est de rigueur, donnerait en remplaçant E par — 6: 

P = 22 + (23 + 6) + (— 6— 4 + 2),, (date inexacte) 

ou P — 22 + 29 + 6. 

Or, c'est aussi le résultat que donnerait (2), car (1) et (2) sont équi- 


valentes quand on n’applique pas à (1) la troisième règle relative à 
l’épacte. | 


Cela met en évidence qu'on obtient pour s, 29 au ee de 28, et pour Z, 


— 239 — 


._ 6 au lieu de 0. Ainsi, s augmente de 1 ett de 6, la sommes + taugmente 
de 7, et Pâques est donné en retard d’une semaine par la formule de © 


_ Gauss, qui fait même tomber la fête en dehors des limites, le 26 avril. 


En résumé, on reconnaîtra qu’on est dans ce cas, en appliquant la — 
formule de Gauss, quand le calcul donnera s = 29 et # — 6. 
On trouvera la date exacte de Pâques en diminuant s de 1.et ¢ 


= de 6: P= 22 + 28 + 0 — 50 mars ou 50 — 31 = 19 avril; ou, ce 


qui revient au même, on gardera s = 29 ett = 6, et on diminuera P 


de 7: P= 22 + 29+ 6 — 57 mars (date inexacte), Pâques est le 
57 — 7 = 50 mars ou 50 — 31 = 19 avril. 


Second cas exceptionnel : E = XXV (n> 11), iE ACER D) 
L'application correcte de la formule (1) exige que l’on remplace 
E par — 4, ce qui donne : 


P= 224 (234 4) + (—4—5 +4 2%, 
ou P = 22 + 27 + 0 — 49 mars ou 49 — 31 = 18 avril. 


L’application de cette méme formule, sans tenir compte de la troi- 
sième règle, qui est de rigueur, donnerait, en remplaçant E par — 5, 
le méme résultat que la formule (2) : 


P= 224 (23 + 5) + (—5 — 5 + 2),, 
ou P = 22 + 28 + 6 (date inexacte). 


On voit qu’on obtient pour s, 28 au lieu de 27, et pour #, 6 au lieu 
de 0. Ainsi, s augmente de 1 et ¢ de 6, la somme s + ¢ augmente de 7, 
et Pâques est donné encore en retard d’une semaine par la formule de 
Gauss, qui fait tomber la féte le 25 avril au lieu du 18 avril. 

On pourra, comme ci-dessus, soit prendre s = 27 et ¢ = 0, et alors 
on écrira : = 22+ 27+ 0 — 49 mars ou 49 — 31 = 18 avril, 
soit garder s = 28 et ¢ = 6, et alors on retranchera 7 du résultat. 

En résumé, on reconnaitra qu’on est dans ce cas, en appliquant la 
formule de Gauss, quand le calcul donnera : | 


1° s = 28; 20 t= 6; 30 p= (m) 19 > 10. 


La troisième condition signifie que le nombre d’or n est supérieur à11. 
Cette condition s'impose par le fait que E = XXV. 


II. TRANSFORMATION DE LA FORMULE P = 45 —E + (E—L + 2), 
EN UNE FORMULE EQUIVALENTE, NOUVELLE, OU NE PARAISSE PLUS QUE 


pre ne | 
SE een ace par [8 a! cel genre hans stay, pene Ÿ ne 
ss Si E < 23, on peut écrire successivement à ro Erépate, er ne 
© s=(23 BE) = 23—[8+ 140 — 1) }g9=[23—8— 11 (n— — 1g =[15—14( 19130 
et Si E > 23, on a successivement : | 
: s=(23—E) = -234+30—[E]= [53-8 1 (n 1) [45—14(n A) _g—[15— —11(m) 
Que E soit supérieur, égal ou inférieur à 23, on a toujours : qa Sage 
WT She - 
_s = (23 —E) =[15—11 (m),9]20- bint 
Les deux membres sont équivalents parce que les épactes Ra à ae 
. rompre l’équivalence : 24 et FRS n'existent ee dans le calendrier 
julien. 
L'expression de s peut enfin s’écrire : 
s = (28 —E) = [45 —} 44 (om)ro holeo 
| Posons alors : 
Ais 15, A’ = lim) tilevient : 
s = (23 — E) = [A — A']s. 
A et A’ étant deux nombres inférieurs à 30, si la différence A — A’ du 
crochet est positive ou nulle, c’est la valeur de s; si cette différence 
est négative, il faut lui ajouter 30 pour obtenir s. 
29¢ = (KE —L, + 2), en fonction du millésime m. 
E se remplace de suite en fonction de m par l’intermédiaire de s, 


nu 


et L par sa valeur (5 +m #2) on a donc j 
EL) (23s —5—m—T +2) = | 20— (s+m-+ aul 


ou t= | 6— (s +m + ae [6 =(s +m ar s RE 


ee? pour RS a or li 

Sac Paques est alors donnée par la fat 
Door pa ee . 
ou P= 22+ [15 — Aly + [6 — BJ 0% “Amik od > M 
| Cette formule, absolument générale dans le haies julien, 2 
montre que tout le calcul se réduit à la eauipe es de A’ et Bi Loue (07 


he 


ats m ee au Calendrier progcrsety 
On a encore : 


RU, P=22+ (23—E) + (EL +2), | 
» Posons s = (23—E), ¢= (E—L +2); et transformons ces 
_ deux expressions en fonction dem. _ 

dis oe Ge : ja en fonction du millésime m. 


es = | 8— , avec k= on (quotient entier). 
4 SiE < . a 
4 CF) CR Ms 
>) s=(3—E = 23—[E]= tos Be = 7 Ageia Lae 1) | 
fou 
- eh + je an } | 
base tem | =[ (9 46-4 SG"), ft mel 
A Si E > 23, on a successivement : 
i c c—k | 
= (23 —E) = 93 + 30 — [E] = | 53—8 HT ANS VER Pe 1 |. 
ou 
a © ¢c—k | 
D mo | =| (5 +65 lt Got |, 


Ainsi, que E soit supérieur, égal ou inférieur à 23, on a toujours la 
même valeur pour s : 


LIX, I 16 


; È 7 Sel de Ss ue ie ir + ini done + 


ou a ST He L 


Posois alors : E sal Ga ) | id e 
| | Q oo ia 
| me (pe ain 
Gh a: | : 
(= EL + 2) = [8 — 8" es 

Si B= DP’ SU, t= B= BY 

es DS t=B—B'+7. 

La date de P âques. — Elle est donnée, comme dans le der | 
julien, par la formule : 

P= 22 + [A— A] + [B—B’],, 


avec À = (45 + cs catia : (=), 
A’ = [11 (m)olso, | 
B= (4 +e— van 


2 


+ 


Ce Se 


NEC ENS 


ui de A’ et B’, par 


n résumé, les deux formules : 
B= 924 (3H) + B= G4 2) 
et P= 22+ (A—A’ly + [B= By 


E ~ sont équivalentes, tant que la troisiéme règle relative à E dep Fu 
de tigueur pout la formule (1). Iya donc lieu d'étudier les deux cas 
| Hsrphonnels, qui sont les mêmes que pour la formule de Gauss. 


Das) DEUX CAS EXCEPTIONNELS DU CALENDRIER CRÉCORIEN, BAe " 
L'APPLICATION DE CETTE NOUVELLE FORMULE. 


Premier eas exceptionnel : E = 24, avec I, = D = 4. 
La formule (1) correctement appliquée (E = — 5), dotitie : 
P= 22 + (23 + 5) + (—5—4 + 02}, 
ou P= 922 + 28 + 0. 


Si on l'applique sans tenir compte de la troisième règle pour E, 
qui est de rigueur, on a : 


P = 22 + (23 + 6) + (—6—4+ 2), 
ou P= 224 29) + 6 (date inexacte). 
Ot, c'est le résultat que donnera la formtilé (2), qui reste équivalénte 
à (1), quatid on n’applique pas la troisième règle relative à E. 
On voit que l’on sera dans ce cas lorsqu'on trouvera : 
[A — À lo = 29 et [B —B]’, = 6. 


Les valeurs exactes des crochets sont : [AA] 30—28 et [B—B’],=0. 
La formule ferait donc tomber Pâques 7 jours trop tard, puisque 
le premier crochet augmenite de 1 et le second dé 6; elle donnerait 
26 avril (hors des limites), alors que Paques est le 19 avril. On prendra 
donc, dans ce cds : [A — A’]g) = 28 et [B—B’], = 0 et l’oh aura : 


P — 22 + 28+ 0 = 50 mars ou 50 — 31 = 19 avril. 


= ies. 


Second cas exceptionnel > E = XXV, (n) > 11), LDL =C=5.. 
La formule (1) appliquée correctement donne :: 


P= 22 + (23 +4) + (—4—5 +2), 
ou. P= 22-9740. 


: Si on l’applique sans tenir compte de la troisième règle, qui est de 
rigueur, ona: 


P= 22+ (28 + 5) + (—5—5 + 2} 
ou P— 22 + 28 + 6 (date inexacte) 


Or, c'est aussi le résultat que donnera la formule (2), qui reste équi-. 
valente à (1), quand on n’applique pas à cette dernière la troisième 
règle relative à E. 

On voit que l’on sera dans ce cas si les trois conditions suivantes 
sont simultanément remplies : 
1° (m)19 > 10, ce qui correspond à # > 11; 

20 [A — A’]s) = 28 (la valeur exacte étant [A — A’ = 27); 
30 [B —B’], = 6 (la valeur exacte étant [B — B’], = 0). 

Lorsque, pour une année grégorienne de millésime m, les trois 
conditions précédentes seront satisfaites, ou prendra [A — A’]s9 = 27 
au lieu de 28, et [B — B’], = 0 au lieu de 6, et l’on aura la date exacte 
de Paques : 


P = 22 + 27 + 0 = 49 mars ou 49 — 31 = 18 avril. 


Sans cette correction préalable, on trouverait 25 avril, et il faudrait 
retrancher 7 au résultat. 


NOUVELLE RÈGLE, DU FRÈRE NAMASE-MARIE (J. M. OUDIN), POUR 
DÉTERMINER PAQUES DANS LE CALENDRIER JULIEN ET DANS LE 
CALENDRIER GRÉGORIEN, EN FONCTION DU SEUL MILLÉSIME #. 


Dans les deux Calendriers, julien et grégorien, la date de Pâques 
est donnée en jours de mars, de 22 à 56, par la formule simple suivante : 


où À = 15, B = 6 dans le Calendrier julien, tandis que, dans le Calen- 


dtier grégorien, À = [15 mn ge À oh ae ere À cs 14 
i 30 


et B = (4 + +). 


— 245 — 


Dans les deux Calendriers, A’ = Hi(m)i0]30 B’ = (s +m + i 


| avec s — [A — A’ }so. 

Corrections. — 1° Lorsqu’on trouve : [A—A’]3)== 29 et [B—B’],=6, 
prendre 28 au lieu de 29 et 0 au lieu de 6, pour obtenir la date exacte 
de Pâques : 19 avril (1er cas exceptionnel). 


2° Lorsqu'on trouve simultanément : (m),) > 10, [A — A’]39 = 28 
et [B —B’], = 6, prendre 27 au lieu de 28 et 0 au lieu de 6, pour 
obtenir la date exacte de Pâques : 18 avril (22 cas exceptionnel). 


* APPLICATIONS. — A et B étant des constantes dans le Calendrier 
julien, et des constantes avec c dans le Calendrier grégorien, on peut 
mettre ces constantes en évidence dans la formule, ce qui lui fait 
- prendre une forme extrêmement simple et aisée à calculer. | 


a) Date de Pâques dans le Calendrier julien : (A = 15, B = 6) : 
P = 22 + [15 — Also + [6 — B'Jr. 
b) Date de Pâques dans le Calendrier grégorien : 
1901), 158 me € 199,7 A S22, *B = 2, 
P = 22 + [22 — A’]g) + [2 —B’],. 


20 ¢=16, 1600 <m < 1699, A= 22, B=2, 
P = 22 + [22 —A’]g9 + [2—B’];. 


90 c = 417, 17000< m <1799, A=23, B=3, 


4oc=18, 1800 <m < 1899, A=23, B=4, 
P = 22 + [23 — Also + [4 — Br 


50 c— 19, 1900 < m < 1999, A— 24, B=5, 
P = 22 + [24 — Ao + [5 — Br 


6° c= 20, 2000 <m < 2099, A —=24, B—5, 
P = 22 + [24 — A"}30 + [5 —B’];. 


; “tar io Sfimriok 


20! DE = 41961, A’ = (ieee vane 9 290) 
ASC ER sab ACR: Hon Ea weeny’ in 
Prost = 22. 21 ‘is 1= = = 44 mars ou AE 
30 m = 1942, A’ = (11. pi epee uneia 54 


B' = (10410004 SE) +324, Pa, 2 
Prous = 22 + 10 + 4 — 36 midis of 3681 =5avril. 
Aes AA DED AE Un 52224 oe | 
= (294194349) 14.442},=0, 125025, 
Pyoag = 22 + 29 +.5 = 56 mars ou 56 — 31 = 25 avril. 
50 m = 1944, A’ = (11.6)59 = 6, s = 24 — 6 = 18, 
BY = (184194447) = (64.543), 9) eee 
Pisa = 22 + 18 + 0 = 40 mars ou 40 — 31 = 9 avril. 
6° m = 1945, A’ = (Dao SAS 2 APE 5 
| (= (ras TE) 


Pious = 22 + 7 + 3 = 99 mars où 22 —— 81 ae t aati. 


(046414, 17-502 


| | — 4 
71° m = 1946, A’ = (11.8)59 = 28, s = 24 — 28 + 30 = 26, 
| - 1946 : 
(= (RAGE TE) BHO, S14, 


Pigas = 22 + 26 + 4 = 52 mars ou 52 — 31 — 24 avril. 


Fe +80 m = 1947, A’ = (11.9) = 9, s = 24 — 9 = 15, 
| = (154-4947 97), =(14+41+43),—5, 15240, 
; Prog = 22 + 15 + 0 — a mats ou 37 af 31 = 6 avril. 
92 m = 1948, A’ = (114.10)q) = 20, s = 24 — 20 = 4, 
= (HSE TS) = 642443, 125 — 32) 
À Pigss = 22 + 4 + 2 = 28 mars. 
10° m= 1949, A! = (A1 M)y = 1, s = 24 — 1 = 93, 
= (23-41949-4 PH O43+4)=2, fae 
Pyosg = 22 + 23 + 3 = 48 mars ou 48 — 31 = 17 avril. 
110 m = 1950, A’ = (14:12)o9 = 12, s = 24—12 = 12, 
‘= (1241950429: 225 NE PA 65 0 eo 


Proso = 22 + 12 + 65 0 mars ou 40 — 31 = 9 avril. 


Remarque. — Dans le calcul de B’ = (s + m+ “a , on peut ôter 
7 


immédiatement tous les multiples de 7 contenus dans la parenthèse, 
car ona: | 


B'— (s EM + 7) | (2 + (m)7 + Gast 


Simplification du calcul de A’ et de B’ par la décomposition de m 
en tranches de deux chiffres. 


Posons m = 100c+ u, ona: 
(mo = [95c + Be + wig = (5¢ + Wyo = [(5c)1g + (#)iglio, 
donc A’ = [11 } (8c)ig + (#)19 olso. : (1) 


AT a Oh , permettent un es mental de cla pré 
Frs formule. — | ee 


7 = 
"a d 


N= 1B REN es ae 
B= (t—5 4245, =3, t=5— Perr wh = 


Pigs, = 22 + 1 + 2 = 25 mars. in 
20 m = 1952, c= 19, w= 52, = À wry 
A’ = [11} 0414 bolgo=(11 X 14)g9=4, s=24—4—=20, 
= (6—54+346),=3, #=5—3=2, 
Pi95o = 22 + 20 + 2 = 44 mars ou 44 — 31 = 13 avril. 


30 m = 1953, c= 19, uw = 53, 
A’ = [14}0+15ho]go=(11.15)g9=15, s=24—15=9, 
= (2—5+4+6)=0, t=5—0=5, 
© Piosg = 22 + 9 + 5 = 36 mars ou 36 — 34 = 5 avril. 
40 m = 1954, c= 19, w= 54, 
= [11}0+ 16bolgo= (41 X 16)30 s=24—26+30=28, 
ro 6), = 6, t=5—6+4+7=6, 
Pos = 22 + 27 + 0 = 49 mars ou 49 — 31 = 18 avril. 


= %9 — 
L'année 1954 présente les 3 conditions réunies du second cas excep- 
tionnel expliqué plus haut. On a, en effet : | | 
19 (1954), = 16 > 10: 20 5 = 98: 307 6. 


Il faut diminuer s de 1 et ¢ de 6. Il revient au même de garder 
s = 28 et t = 6, et de retrancher 7 au résultat obtenu : 25 avril. 


Do a 1981 c— 49 x = 81, 


_ A'— [11}0+-5{r9]50=(14.5)g9== 25, s—24—25+30—29, 
B' = (4-5+4+6),=6, t=5—6+7=6, 

Pros = 22 = 22 + 28 + 0 = 50 mars ou 50 —- 31 = 19 avril. 
L'année 1981 présente les deux conditions réunies du premier cas 
_exceptionnel expliqué plus haut. On a, en effet : 

19 = 29, 204= 6. 


Il faut diminuer s de 1 et ¢ de 6. Il revient au mêm2 de garder 
s = 29 et t = 6, et de retrancher 7 au résultat obtenu : 26 avril. 


Bo mn — 3804, C = 30, 4 = 02, A = 2, B = 5 (voir tableau précédent), 
A’ = [11}0+14) plop =(11.14)g9=4 s=2—4+30=28, 
B’=(0—343 +4 6), =6,'=5—647=6, 


Les trois conditions du second cas exceptionnel sont satisfaites : 
blonde 10%. 29. 52-283 3°. f= 0 

Il faut diminuer s de 1 et ‘Jde 6, on a donc: | 
Pagso = 22 + 27 + 0 = 49 mars ou 49 — 31 = 18 avril. 


CAS EXCEPTIONNELS DEPUIS LA RÉFORME GREGORIENNE JUSQU'A 
LAN 5099. ca 


Pour rechercher les années grégoriennes où se présentent les deux 
cas exceptionnels, depuis 1583 jusqu’à l’an 5099, j'utilise mon « Abrége 
pratique du Calendrier », qui permet de résoudre ces deux problèmes 
par simples lectures. Il est expliqué dans « Les Secrets des Calendriers 
à la portée de tous ». 

Années où se présente le premier cas exceptionnel : E = 24, 1, = D. 

La méthode de recherche est la suivante : 


Pour chaque ue de ¢, depuis ¢ = 15 jusqu "ae ¢ = 50, il suffit de 
lire les # qui correspondent à E = 24 et ceux qui correspondent 2 à 
I, = D. Si ces deux suites d'y ont un # commun, cet # commun et la 
valeur de c qui lui correspond font connaître une année où se te 
ce cas exceptionnel. 

. On trouve ainsi aisément que le cas s est trés ou se peer 
pour les années suivantes : 


1609, 1981, 2076, 2133, 2201, 2296, 2448, 2668, 2725, 2820, 3192, 
3340, 3412, 3936, 4843, 4995. 


Pour toutes ces années, on trouvera s = 29 et f= = Il faudra 


prendre s = 28 et # = 0. Pâques sera le 22 + 28 = 50 mars où 19 avril. 


Années où se présente le second cas exceptionnel : E = XXV, (n > 11), 
LC 

La méthode est la même. Pour chaque valeur de c, on cherche les # 
qui correspondent à l’épacte XXV (# > 11) et ceux qui correspondent 
à la lettre dominicale C. Si ces deux suites d’# ont un # commun, 
cet # commun et la valeur de c qui est en cause font connaître une 
année où se présente ce second cas exceptionnel. On trouve ainsi 
aisément les années suivantes : 


1954, 2049, 2106, 3165, 3260, 3317, 3852, 3909, 4004. 
Pour toutes ces années, on trouvera : 
19 (m0 > 10, s = 28 et F= 6. 


On prendra s = 27 et ¢ = 0, et on aura P = 22 + 27 = 49 mars 
ou 18 avril. 


III. CALCUL DE LA DATE DE PAQUES, EN FONCTION DU MILLÉSIME 1, 
EN RECHERCHANT DIRECTEMENT LA DATE DU DIMANCHE QUI SUIT 
IMMEDIATEMENT LA PLEINE LUNE PASCALE. 


a) Date de la pleine lune pascale en fonction de m. 
Elle est donnée par la formule suivante, en fonction de l’épacte : 
PL = 44—E = 24 + (23 —E) 


En utilisant les notations précédentes et posant s = 23 —E, on 
l’obtient en fonction de m par l'intermédiaire de s : 


PL=21+s avec s=[A—A’]g. 


L anche q i avoisin 10X% 
n] ay “te du tide m, il su fit de n remplacer 
ere Lu 40e) Ona ainsi : in: 7) 4 ¢ > PS ot ha 


HY lise 


Les ue) dans le Calender jen. | Lo oO 


morts 4), si ential de 4 — 


T=(5tu+4) , sic-=multiple de 441 SG eri ee 
Des 7 as, 2) 
| | dans le Calendrier grégorien, 


Te (Shee f), mue det 


T=(1+u+7)_, si c=multiple de 443 


NAT 


Ces formules sont établies dans l'ouvrage précité. 


c) Date de Pâques. — Sila date du dimanche qui avoisine l’équinoxe 
> de printemps est supérieure à celle de la pleine lune pascale, on a : 
_ P = DE, d’après la Règle du Concile de Nicée. 

Si la date du dimanche qui avoisine l’équinoxe de DEN E est 


Sd i 


_ inférieure ou égale à celle de la pleine lune pascale, on a: P = DE + 
_ m1, en désignant par m7 le plus petit multiple de 7 qu'il faut ajouter 
_à DE pour obtenir un nombre supérieur à PL. 
_ Exemple. — m = 1980, c = 19,  — 80, s = [24 — A’]ap, 
4) A’ = [110 + 4 trols = (14-4)a0 = 14, 


D S == 24-— 1410, 
j PL = 21-+ 10= 34 mars. 


0 
b) De oe Done UT) (1 +3 + 6), = 5, 
DE = 26 — 3 = 23. | 


c) Le 23 mars 1980 est un dimanche, ainsi que le 30 mars et le 37 mars. 

Cette date, 37 mars, étant supérieure à la date de la pleine lune 

pascale 31 mars, c’est la date de Pâques en jours de mars. Onl’ obtient 
en jours d’avril en retranchant 31 : Pygg9 = 37 — 31 = 6 avril. 
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La méthode est générale, A, A’ et s se calculent comme précédem- 
ment. Quant au calcul de L, il est pe par les formules simples 
ci-dessus rappelées. | 


CAS EXCEPTIONNELS. —1)E=2%4,L=D=4 


Quand l’épacte sera 24 (Calendrier grégorien seulement), on trou- 
vera pour la date de la pleine lune pascale 50 mars au lieu de 49 mars. 
On pourra donc prendre 49 toutes les fois que le calcul donnera 50. 
Cela provient de s que l’on trouve être égal à 29 au lieu de 28, à cause 
de la troisième règle de l’épacte. 

Cependant, on n’est obligé, si la date de Pâques est seule en question, 
de prendre s = 28 au lieu de 29, que si, en même temps, on trouve 
L = 4. SidoncI, = 0,1, 2,3, 5, 6, on trouvera la date exacte de Pâques, 
en gardant s — 29, mais la pleine lune ne sera pas exacte (on trouvera 
19 avril au lieu de 18 avril). 

En résumé, s — 29 et I, = 4 avertissent de prendre s = 28: 
PL=21+28=49 mars ou 49—31—18 avril, et DE= 26—4=22 mars. 

Les dimanches sont donc aux dates : 22, 29, 36, 43, 50 mars. 

Le 50 mars est la date de Paques dans ce cas exceptionnel, ou le 
50 — 31 = 19 avril, puisque 50 est la date du dimanche immédia- 
tement au-dela de la pleine lune pascale. 

20 = OOM me TC een 

Quand le nombre d’or sera supérieur à 11, l’épacte XXV et la lettre 
dominicale C (Calendrier grégorien), le calcul donnera s = 28, (m),)>10, 
I, = 5. 

Ces trois conditions étant satisfaites, il faudra prendre s = 27 au 
lieu de 28, sans quoi on trouverait pour Pâques une date inexacte 
(7 jours trop tard). On aura donc, dans ce cas : 

PL = 21 + 27 = 48 mars (17 avril) et DE = 26 — 5 = 21 mars. 

Les dimanches à partir du 21 mars sont aux dates suivantes : 
21, 28, 35, 42, 49, Le 49 mars (18 avril) est la date de Pâques, puisque 
c'est le dimanche qui suit la pleine lune pascale. 

Si l’on avait conservé s = 28, il aurait fallu prendre le dimanche 
suivant 56 mars ou 25 avril pour la date de Pâques. et l’on aurait 
obtenu une date inexacte (7 jours trop tard). 

Cependant, si la date de Pâques est seule en question, il n’y a pas 
d'obligation de prendre s = 27 au lieu de 28, quand la lettre I, a 
l'une des valeurs suivantes : 0, 1, 2, 3, 4, 6. Seule alors sera inexacte 
la date de la pleine lune : on trouvera 49 mars ou 18 avril, au lieu 
de 48 mars ou 17 avril. | 


ne a 


a A 
wurst 7 oe 


[ = per atom Goes 


TABLE 1 DONNANT A, B ET Crh EN FONCTION DE c. 


Ff TABLE 3 DONNANT A’ EN FONCTION DE (cp + (#) 19 


| 
6 


ea . , ' S| L 7 = 
RL 438 
alr oe 0e le 

¥ » ad + 


PA 


| 
: 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| ol 1} 2! 3) al 5! 6| 2| 8, ohoohsaehshehrhshotoler|elasleslosloclor 


# 28/29 30/31 |32|33)34|35/36)37|38)39|40|41 4243144145 46147/48149/50151)52/53,54,55 
56|57|58/59|60/61|62|63/64)65 | 66|67|68/69|70|71|72|73|74|75|76|77| 78|79 80) 81|82|83 
84|85|86|87|88|89/90/91)92/93/94/95|96/97|98|99 

(6) (u)q 0! 1! 2} 3] 4) 5] 6) O| 1) 2) 3) 4) 5) 6| O} 1) 2| 3| 4) 5) 6 2 


si B—B'>0, 


= DEC = 1) + 6) + 6) + (M 
B B 7427 
B—B'+7 si B—B'<0. 


ee 


: J: 
4 
fe. s 
‘ 
i 

ta 


Etats à là table 5 : À c= 12, ie (— ch & 2. 
| | Lectitve à la table 6 : A à = 19, cortespoiid igs = 15 


_ Lecture à la table 7: A w= 19, correspond ( a a 


; 3 aj es 


la table 3: La somme 3, nes deux pare précédentes, | 
pond à A’ = 3. Alors s = À — = 15—3 = 12. 


la table he As = = = 45 cottespond (5 Ae = = 5. mx re ci: sick 


La sotnme; 5 + 2 + 5 + 4 — 16, des 4 lectures BAIE Zn eu fait 
connaitte, par le reste 2 de sa division par 7, la valeur de B’: 


B = (16); = 2. 
‘ Te où la valeur de ¢ : | 
t= B— RU alors on a: 
Pigo = 22 + 12 + 4 = 38 mars ou 38 — 31 = 7 avril. 


REMARQUE. — Dans la table 1, les ce [BBO de 15 à 50, sont les 


mêmes que les © grégoriens. 


Mot 202. A2 C17, w= 2 (Calendrier serie) 


Lecture à la table 1 : À c = 17, correspondent A = 23, Bi ae3: 
(Bch19 = 9. 
Lecture à la table 2: A u = 12, correspond (u 7 Moi 12: 


* Lecture à la table 3 : A la somme, 9 + 12 = 21, des deux lectures pré- 


cédentes, correspond A’ = 22, d’où s = 23 — 22 = 1. 
Lecture à la table 4 : A s = 1, correspond (s); = 1. 
Lecture à la table 5 : Ac = 17, correspond (— c); = 4. 
Lecture à la table 6 : A u = 12, correspond (#); = 5. 


U 
Lecture à la table 7 : A u = 12, correspond (= 3. 


‘des ¢ & la tablel5 SL cont uation de la tab! 
chercher pour c = 51, 52, … A, B et (cho et d’écri 
correspondance. Les quantités A et B sont données p: 
générales signalées plus haut. 

Il me reste, en terminant, à remercier M. P. tres mi 
professeur de l’Université de Montpellier, pour avoir accueilli c . 
modeste travail avec le méme bienveillant iat: que naguère Les 
Secrets des Calendriers à la portée de tous , et pour l'avoir jugé digne — 
d’être présenté à la séance du 27 avril de VRAIES ini etic 
Bruxelles. 


Deuxiéme Section 


Physique et Chimie 


Le Bureau de la Section est constitué comme suit pour l'exercice 1939-1940 : 


Président : M. M. de Hemptinne. 
Vice-Présidents : M. F. Drumaux. 

, M. J. Jungers. 
Secrétaire : M. C Manneback. 


Remarques sur la loi d'action des masses 


M. A. BOUTARIC 


1. Étant donné un milieu fluide liquide ou gazeux renfermant deux 
constituants A et C entre lesquels peut se produire la réaction réversible : 


(1) A + C2 AC; 

désignons par a et c les concentrations initiales exprimées en molécules- 
grammes par unité de volume des constituants A et C et par y, la concen- 
tration du composé AC qui a pris naissance lorsque l’équilibre est établi, 
les concentrations d’équilibre des constituants A et C sont respectivement 
a— y,etc— y, et la loi d’action des masses fournit la relation 


(2) yi = ka — y1) (ce — y) 

k, désignant la constante d'équilibre de la réaction (1). En désignant par 
x, la concentration d’équilibre a — y, du constituant À, la loi d’action 
des masses s’exprime par la relation : 


(3) Y, = ky a(e — y) 
d’où l’on tire : 

RON. Cd 
@) Ms TP a, 


LIX, ] 
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ou 
id 1 4 4 


oe i ee 


az, et y, représentant la concentration en molécules-grammes par unité de 


° La 1 1 La 
volume des constituants A et AG, les inverses — — et He représentent les 
f tu 1 


volumes qu’occupe dans le milieu fluide envisagé une molécule-gramme 
de ces deux constituants. De la relation (5) on peut déduire que le volume 


moléculaire + du composé AC dans le mélange en équilibre est une 
1 


fonction linéaire du volume moléculaire Pie de l’un des constituants A 
ie | 


dans le méme mélange, le coefficient angulaire de la droite représentative 
étant égal au quotient du volume moléculaire initial de l’autre consti- 
tuant (') par la constante d’équilibre de la réaction. De même, la réaction 
réversible 


(Avis) | awa B+C BG Alles 
du constituant C avec un autre constituant B se traduira par la relation : 
(2h) Ve = k, (b a. Yo) (c > Y>) 


y, désignant la concentration du composé BC lorsque l’équilibre est établi. 
En introduisant la concentration d'équilibre x, = 6 — y, du constituant 

B, la loi d’action des masses s’exprime par la relation : 

(SP) | Her k,x(c — y) 

d’où l’on tire 


5 kc x 
Adis Se pane eit 
(4) #7 + k,æ 
et 
me weet Pf 1 4 4 
bis fe Ste Le bE ee 
°°) Yo c ais RARE 
4 Le ee oe 4 : 
en est une fonction linéaire de es le coefficient angulaire de la droite: 
2 

étant égal à TE À | 


2. Supposons que l’on mette les constituants A et B pris sous les 
concentrations a et 6 simultanément en présence du constituant C pris? 
initialement sous la concentration ec. Les réactions (1) et (18) s’accom:. 


(}) Pour c — 1, le coefficient angulaire de la droite ést égal à a 3 
1 
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plissent simultanément et, lorsque l’équilibre est'établi, les concentrations 
des composés AC et BC ont respectivement pour valeurs y! et y, tandis 
que celles des constituants A et B sont devenues zi =a— y! et 2! ee — y.) 
La concentration du constituant C a diminué d’une quantité dE a 
See ae oe eee 
et est donc devenuec—Y. : | ri 
La loi @action des masses appliquée à l’ensemble des deux réactions 
(4) et (1>*) s’accomplissant simultanément fournit les deux relations : 


(Dyin? 1 #4 = af (e — Y) 
43) 0e va = kaa’, (c — X) a 
avec | , à 4 
(8) Y=p+u. 


Additionnons membre à membre les relations (6) et (7), on en tire : 
; Y = (ki + kx) (c — Y) 
qui fournit 
D (kya + kate) 3 
DATE Ram 


… En portant cette valeur dans les équations (6) et (7), on obtient y! et y 


y 


Ud 
hye x, 


(9) CARRE EME EEE 
et F 
(40) : Koehn 


Veet A hye A 


Lorsque les réactions (1) et (1°) sont envisagées séparément, on a: | 
Ck a; 

1+ ka, 

hb Kets 

YT kya, 


On voit que pour d’égales valeurs a, = x, et x, =a, des concentrations 
des constituants A et B dans le mélange après que |’équilibre est réalisé, 
Ja quantité de chacun de ces constituants qui s’est combinée a U est plus 
grande lorsque les constituants. À et B sont envisagés séparément que 
lorsqu'ils sont pris simultanément. 
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8. Des — (9) et (40) on tire : 


| ae Ae: a, De Yo 
dhe Ha has 


x, eta, y: et y désignant les concentrations des constituants À et B, 
AC et BC gui sont en oe dans la méme solution. Si donc on Mer 


Yi 


Le 
les points tic à se Bb sur une droite ANT par ean 
En remarquant que les valeurs de #{ et x3 que possèdent les consti- 
tuants A et B lorsque l’équilibre est établi sont respectivement égales à 
“a— yi et b — y;, l'équation (11) peut s’écrire : 


LA _ kG@ res v;) 


is y  k:(b — ys) 


PAU — Y5) = ki y(a — y;) 


et en divisant les deux membres par le produit y: y, : 
b a 
( ) ‘ ( Yo ) 7 : ( Yi ) 


A : a ; b 
Si l’on porte en abscisses les valeurs de —,; et en ordonnées celles de —,, 
1 2 
les points figuratifs doivent se placer sur une droite représentée par 


l'équation (12) dont l’ordonnée à l’origine ‘et le coefficient angulaire 
permettent de calculer les coefficients k, et k,. 


1 ; : Lie 
—,- relatives au cas où les consti- 


1 2 
tuants A et B agissent simultanément sur C avec les valeurs de + et + 
1 42 


relatives au cas où ils agissent séparément, lorsque leurs concentrations 
finales ont les mêmes valeurs, c’est-à-dire lorsqu’on a : 


eS aye Ot ela. 


Les équations (9) et (10) s’écrivent alors : 
kc’, 
~4 + kya, + hat 
kc a 
=4 + kyay + kext, 


a ar 


On.en tire: 


13 : [Sek 1 

‘on fe hp te 
et | 

ASbis SE We sai: cial 1 

di ) y. es site hee + Kyat) 


Comparons ces valeurs de A et 4 avec les valeurs de af et as rela- 
; Y, Ye aris | Yir Cyan 
tives aux cas ou les constituants A et B agissent séparément sur le 
constituant C et fournies par les relations (5) et (5). 

Retranchons membre 4 membre les équations (5) et (13) d’une part, 
les équations (5%) et (18bis) d’autre part ; on obtient : 


1 1 _ 1 kext, 


(14) Beale: 
Vy Va € ky 2 

(Avis) He tan he 
Yo V2 C ko. 


De l’équation (14) il résulte que pour une concentration donnée du 
constituant A la présence d’un constituant B se traduit par un accroisse- 
ment du volume moléculaire qu’occupe dans le systéme le composé AC, 
cet accroissement étant proportionnel au rapport entre la concentration 
‘moléculaire du constituant B dans le mélange et la concentration 
moléculaire initiale du constituant C. Si l’on représente les valeurs de. 
Le ae en fonction des valeurs “2 
Yy 1 xy 

La, relation. (14%) permet des conclusions analogues relativement à 
l'influence du constituant A sur le volume moléculaire du composé BC 
dans le mélange. En multipliant membre à membre les équations (14) et 
(14bis), on obtient la relation simple : 


4 4 1 4 4 
: Pee tt 
( ) ( Yi Yi Ve Ye oP 
Pour un couple de valeurs x, et x, représentant, après que l’équilibre est 


établi, les concentrations des constituants A et B mis en présence du con- 


4 F : 1 , 
stituant C, le produit des écarts 1 “nel et — 1 entre les inverses 
Yi V1 Yo Ye 


des concentrations des composés AC et BC, suivant que les constituants À 
et B sont considérés simultanément ou isolément, garde une valeur 


constante. 


: 4 ; 1 4 
Étant données les deux droites D, et D, représentant ae et He en fonc- 
Ji 2 


, on obtient une droite. 


le centrati ie 

en Melle où 1 ae Tee u 

a Le produit des distances Myp, X M; De des Eire M et 
ites Dy ott De ns parallèlement : aux axes des GPS es 8 


ca 


{posent les constituents A td B dans le mélange, veste dire quelles que ; 
i | Fe CIRE “oi | tr 2 , rot ti Fe bs git 
: WE) anoilanpa eat + 


ob euisis? soFigidsatwgey sot 14 4h Inéntiienen t uP sabi i esighe 
soient les Valeurs a ‘et b aaa conediatrafions sous s lesquelles on les a 
introduits en présence es constituant G pris dans tous: les cas sous oe 
ième concentration c. | SIRET. SE NUE ABR aN 

“En substituant aux conéntvations les volumes moléculaires ‘correspon- 
dants, l’équation (15) peut s’écrire : - ~~ IRIS BL ISTO GO 


(Vi — Vi) W ere | (21) 


Viet Vi, Ve et Ve désignant les ES moléculaires des composés ACe et 
BC én équilibre dans le mélange, suivant que les constituants A et R 
ägissent simultanément ou séparément sur le constituant G pris sous la 
même concentration initiale ¢ (volume moléculaire V), les constituants A 
et B ayant les mémes concentrations d’ éqüilibre dans le cas où ils agissent 
simultanément sur le. constituant C que dans le cas où l’on envisage leur 
action’ séparée. Il est remarquable que la relation (15) soit entièrement 
générale et en particulier tout à me Are Loi te de i nature des 
constituants A, Bet C. oe 


+ : 5. Revenons au cas,où les constituants A et B agissent D LE RAA 
| sur. le constituant C: et désignons. toujours par Ys et. Yo les concentrations | 
FE d'équilibre dés composés AC et BC en présence des constituants A. piel 

_ sous les concentrations ta et Le. Posons : 

4 Sad vA agi * = : y + Ye = | Gp 10, 
a car Sy ape | ‘4 oie 6 
{i peut être intéressant d'étudier comment varient les rapports Fe 


définissant les proportions relatives des composés AC et BC en fonction 
des rapports oe et a qui expriment les proportions relatives des con- 


ttes A et B dans le mélange : 


n ie in) Yi a x kya, ! | trash 5.) 
;. RE ES HATO 
Ya DE 


; Y © kya, + hea, 
ce qu’on peut écrire : 


Va ki | Ky ay PE | « 
ws THA + kiX — a FH Le ko) & + kigX 
ee i | vs kate ko _: firs 
| TER ot falc ER (ka — ky) a+ kX 
Posons : 
as eee 
a 
Les équations peuvent s’écrire : 
4 ass ki Ts ko ko ’ A 
B, thy i ki 
Salad: cit a, sean: abet A dés eee 
By. «lo + kp i we 2 M me ; 


4 As: 
* En représentant _. en fonction de Fi et Le en fonetion de iad a on 


>] 
An deux droites er les coefficients elec ria sont inverses un: de 


l’autre. 4 
Ainsi l'inverse de la concentration relative du. composé AG ans e 


mélange en équilibre est une fonction, linéaire croissante, de Vinyerse de 


cu à ab “abs 6 Lorsque les costing 


T=, ¢ 


4 ney ye eli (4) et (4!) 


tuant C, les concentrations y: et Ya le 
ù nt ae - 


+ #9 i TEE rés FUIT (118 ait ib 
ot ‘ z us" e LE fi 4 
(46) | 3. _ 1 core 29 ba #24 indèb : 
HO) aah ER hf Sr GAGS | 


Dans le cas où les constituants A et B agissent siunalthdéniowe sur le 1 
| constituant C, les concentrations d'équilibre y,, y, des composés AG et BC 


sont fournies par les équations (9) et (10) d’où l’on tire : 


LA 
Yi à kya, 


Catitearons les valeurs des rapports ret —- pour “des valeurs de : Ly 
2% 


et Lo respectivement égales à etæ, C esta Aire pour une, même concen- 
tration d'équilibre des constituants A et B envisagés isolément ou simul- 
tanément : 

ysl yay 4 +. | + hote 

ig na 1 se + kya 


et 
kia 
(ees OF Ba Fi 
Yuba, 


Pour fixer les idées, supposons k,æ, < hit: ; les rapports p et p’ sont 
tous deux inférieurs à l'unité. Mais on a: 


pb<p. 


Si, pour des valeurs données de x, et 2, le constituant B est celui qui 
se combine le mieux avec le constituant G lorsque les actions de A et de 
B sur C sont envisagées isolément, le constituant B est encore celui qui se 
combine le mieux avec C lorsque A et B agissent simultanément sur C, 
mais dans ce dernier cas l'écart entre les concentrations des composés AG 
et BG qui prennent naissance est plus grand que lorsque A et B agissent 
séparément sur C. 

Un cas particulièrement simple est celui où les concentrations initiales 
a et b des constituants A et B sont considérables par rapport à la concen- 
tration c du constituant C ; dans ces conditions, les concentrations dés 


| simurl lagen 4 


sai, comet: TE] 


= 265 — 


constituants A et B n’éprouvent au cours des réactions avec C que des 


_ diminutions relatives assez faibles pour pouvoir être négligées. On peut 


alors regarder les concentrations d'équilibre des constituants A et B 
comme encore égales à a et b après que la réaction est terminée. Les 
équations (4) et (4bis) s’écrivent : | 
+ Cha 
Pa qu kya 
el | 
Hes cheb 
24 ol hab 


et les équations (9) et (10) : 
oe ekya 
Ys re kya+ kab 


a 
Ar c kb 
Yo 1+ kya + bb 


Ona évidemment : 

Yy ee Yi 
et 

Ya < Yo 


Chacun des constituants A et B dans le mélange se combine moins avec le 
constituant C que lorsqu’il est envisagé isolément. LA 
Si les constituants A et B agissent séparément sur C, le rapport p des 
concentrations des composés AB et AG qui ont pris naissance sera : 


sa Fb EE CN 


Si les constituants A et B agissent simultanément sur C, le rapport des 
concentrations de AB et AC prendra la valeur : 

he “hu 
ou RER ol 
Les quotients p et p’ dépendent des valeurs de a et b. Si l’on suppose par 
exemple k,a inférieur à £,b, les rapports p et p’ sont tous deux inférieurs 
à l’unité, mais p’ est inférieur à p. 

Le constituant B qui, lorsqu'il est pris seul, se combine le mieux avec C 
se combine encore le mieux lorsqu'on fait agir simultanément sur G les 
constituants À et B pris avec les mêmes concentrations que lorsqu'ils 
agissent séparément; mais, dans ce dernier cas, le rapport entre les 
concentrations des composés AC et BC qui prennent naissance est plus 
éloigné de l’unité que lorsque A et B agissent séparément sur C. 
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On: peut préciser la forme dela relation. existant Paie p. CT p ‘ace 


‘expressions de ces deux yesdipisiasa on tire en effet : i ire 
OR Î ND Ta 


{ bé HAR Es ae ph ag 7 DE) | uot 24h 
c'est-à-dire : | o od? fa (SP easuRRS 
ris geo mnt 
p  1+04— php 


‘ ; . 
Pour une valeur de p inférieure à l’unité, le rapport est toujours 


inférieur à l’unité et décroit de plus en plus à mesure que b croît : il en 
résulte que p’ est toujours inférieur à p, l’écart pour une concentration 
donnée du constituant A allant en croissant avec la concentration du 
constituant B. 

Aussi, pour des concentrations déterminées des constituants A et B, 
l'écart par rapport a l’unité du rapport des concentrations de leur combi- 
naison avec un même constituant C est plus ‘éloigné de l'unité quand les 

deux constituants A et B agissent simultanément sur le constituant C que 
lorsqu'ils agissent isolément. | 


7. Considérons une réaction du type : 
3 À + C = A?C. 
“En désignant respectivement par x la concentration d'équilibre du 


_constituant A et par y celle du composé A°C, la loi d'action des masses 
conduit à à da relation : 


ape ee ED 
UT kat 
yee git, Lagat 
Rp TSN Ep eS 


a varie linéairement en fonction de a9. 
y x 
Pour un couple de réactions du type : 
“OAS CAC 
2B+CTBC 


on peut étendre l ensemble des résultats précédemment établis à condition 


ue substituer partout “+ à: ee 
x 


«Fonction potentielle des. dérivés halogénés _ 
.des molécules d'éthane et d'éthylène 


PAR 
D: i ii. ! 
A. VERLEYSEN 


ity 
i} 


= SS 


SOMMAIRE. — Utilisant les données expérimentales de M. de HEMPTINNE et C. VELGHE 


ae. et ‘de Morino-MizvusHIMA, on‘a établi là fonction ‘potentielle du BROMURE D'ÉTHYLE et 


celle du 1, 2-trans-DIBROME-ETHANE. Pour la simplicité du calcul les atomes H ont été 
_ supposés rigidement liés aux atomes C qui les portent. Les fonctions potentielles ainsi 
obtenues, non seulement rendent compte des fréquences des molécules « légères », mais 
permettent, en plus, de: calculer avec une bonne approximation; les spectres des corps 
de même nom où un certain nombre d’atomes H ont. été remplacés par du deutérium. 
Un travail analogue est fait ensuite pour les dérivés chlorés de Péthylène. 

Il résulte de toute cette étude que, dans les molécules, halogénées, dérivées des hydro- 
carbures considérés : & mesure que le nombre d’atomes d'halogènes X présents dans 
la molécule s'accroît, la rigidité de la liaison C— C diminue, tandis que, parallèle- 
ment, la force de valence C—X et la force, élastique Sopposant à la déformation de 
l'angle C—C—X augmentent de façon sensible. La position des atomes @halogéne au 
sein du systéme joue également un réle non négligeable. S'ils se trouvent en position AA 
Ja:‘force de valence et surtout la force de déformation sont plus grandes que s'ils sont en 
position 1,2 cis ou trans ; dans ce dernier cas, il est en outre nécessaire de tenir compte, 
dans la fonction Dentelle: des termes exprimant la réaction dela liaison G— C sur la 
distance C— X et surtout sur angle C — C — X. 

+ Nous'terminons par le calcul de la fonction potentielle et des YHodes nor maux de CC: 
nous en déduisons que cette molécule peut, avec uné bonne approximation, étre:consi- 
dérée comme formée de deux radicaux C Cl, accouplés par la double soudure C=C. Les 
oscillations fondamentales de cette molécule ne peuvent plus, en général, être séparées 
nettement en mouvements de valence et en mouvements de déformation comme ce fut le . 
cas pour Co Hy. 


PREMIERE PARTIE 


DERIVES BROMES DE F ETHANE 
+ Bg ‘La fonction pété de la saélééilé dé BROMURE D Pa C,H; Br 
a déja été étudiée par J. Wagner (°). Malheureusement une légère erreur 


U 


() Z. phys. Chem. (B) 40, p. 439, 1938. 


_ pour effet de iter neem 


M Mode reflet et de MC. VELGHE (ys 


(a la définition de g près, elle est identique a celle de Wagner). Les trois 


oat ‘we fl éc me: ces 

à mouvement prépondérant ¢ dés atomes H, CRUE les | 
rincipal (< 1000 cm—). 

| avons AR à les constants éométriques € be molée | 


valeurs ci-dessous : sy 
L = (H,0) — (CH) = 1542, : s erii ee 


t= (HC) — Br=191A, sr 
a= < (H,C) — (CA) — Be 4009000 tentroN ge 


Les a fondamentales, fournies par le spectre Raman de la 
molécule et de ses isotopes lourds ont été prises dans le trail de 


= 9595 em oe 
io = 560 » (C — Br) 
w,— 2905 » ee 2 

La fonction potentielle a été posée 

(1)  IU=F.- AL* + f- ry eee ide? 


termes de «couplage » possibles ont été négligés, les formules qui les 
feraient intervenir étant trop compliquées et impraticables au caleul 
numérique. 


Le système d’équations obtenu entre w,, w,, w, d’une part, et les 
coefficients de U d’autre part, n’admet pas de solution réelle, Cependant, 
en adoptant les valeurs suivanles 
| " = 3°73 X 10° dynes/cm 
(17) ; = 1:53 » 

g = 0376 0» 
il est possible de recalculer les fréquences expérimentales à moins de 
2°5°/, près (voir tableau 1). 


(1) Inverser les rapports s1/8, et s/s, dans la deuxième ligne des formules de WAGNER. 
Celles-ci sont d'ailleurs empruntées à KoHLRAUSCH (Smekal-Raman Effekt Ergänzungs- 
band, 1938, p. 65). Dans notre notation le d de Kohirausch vaut — , -g. Voir aussi les 


formules de LECHNER, Wien. Ber. 141, p. 291, 1933. 
(?) Physica V n° 10, 1938. 


| 
| 
| 


ey 1, 
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___ Les fréquences des molécules de bromure d’éthyle renfermant 4,4et 

| 5S atomes de deutériüm ont été calculées au moyen de la fonction poten- 

_ tielle ci-dessus et comparées avec l’expérience. Le résultat est consigné 
. dans le tableau I. : FE a4 


i 


re | TABLEAU I 
| Ce Hs Br (DH,C) — (CH:)— Br | (D, HG) — (CD, ) Br C D: Br 
Cale. Obs. Cale. | Obs. Calc. Obs. Calc. Obs. 
962:9 
x | 935 | 2905 | 978 | 989 | 974-7 | 7682) 47 | 99 
| 271'4 


=e 535'8 519 

w, | 573 560 | SA dogg 880 0 | eue | 538 | 518 
825°6 qu 

w, | 953 | 9595 | 941 | 9339 | 895 | 884 | 807 
961 ea 


Les résultats ci-dessus montrent qu’une fonction potentielle du type 
employé permet de rendre compte avec une approximation suffisante non 
seulement des fréquences de la molécule simple C,H.Br, mais encore de 
toute la série des molécules obtenues par substitution d’un nombre 
variable d’atomes de deutérium aux atomes d’H primitifs. 

Plusieurs causes nous empêchent de poursuivre un accord encore 
meilleur entre les fréquences calculées et les fréquences observées : il n’a 
pas été tenu compte du mouvement des atomes d'hydrogène par rapport 
aux carbones. On a donc supposé la rigidité de la liaison CH, ce qui est 
une hypothèse non exactement vérifiée en réalité ; les interactions entre 
les déformations des différentes parties de la molécule ainsi que lPanhar- 
monicité ont dû être négligées également ; enfin, pour ce qui concerne 
les molécules (DH,C) — (CH,) — Br et (D,HC) — (CD,) — Br, le modèle 
à trois masses adopté ne saurait tenir compte de la situation particulière 
des substituants D par rapport au brome, et ne permet de calculer que 
trois fréquences pour chacun des corps indiqués, alors que le spectre 
Raman présente un dédoublement des fréquences w,, w,, w, indiquant ma- 
nifestement l’existence d’au moins deux isomères pour chaque substance. 

La figure 1 montre l'allure générale de la variation des. fréquences 
w,, W,, w, calculées lorsque le nombre d’atomes de deutérium présents 
dans la molécule s’accroit. 


1 


O — fréquences calculées en cm 


X oe » observées » 
0 : CH;Br _4:(D,HC) — (CD) Br | 
1 : (DH,C) — (CH) Br à : GD:Br 


2. Une étude analogue a eu pour objet la molécule de BIBROMURE 
D'ÉTHYLE (Br H,0) — (CH,Br) et ses substitués isotopiques dont les spec- 
tres Raman sont donnés par plusieurs auteurs : M. de HEMPTINNE et 
C. VELGHE ('), Morino et Mizusuima (°), etc. p : 

La même hypothèse simplificatrice que pour le monosubstitué a été 
faite ici, c’est-à-dire que l’on a considéré les atomes H comme rigidement 
liés aux C qui les portent ; on réduit ainsi la molécule 4 un modèle plan 
à quatre masses pour lequel nous avons adopté la symétrie centrale. Il a, 
en effet, été démontré avec certitude (*) que la molécule en question” 
existe au moins sous la forme {rans à laquelle correspond le modèle plan 
adopté. ; 

Br 
(H,C) — (CH,) 
Br 


Nous avons pris pour L: ((:—(C), L:: (GC — Br) et a les mêmes valeurs. 
que pour le monobromure et nous avons choisi les fréquences 
w, = 933 em— 

w, = 660 
w, = 190 
comme fréquences propres. symétriques du système (‘), 
(1) Loc. cit. , 
(*) Mémorial jubilaire de Raman. Proc. Ind, Acad, of Sc., p. 317, 1938-39. 
(3) Voir KOHLRAUSCH, loc. cit., p. 169 et suiv. : 
CHENG et LECOMTE, Journ. Phys., p. 477, 1985 (Infra-rouge). 


(*) Les fréquences antisymétriques, actives uniquement en UR, ne sont pas toutes’ 
connues. | 
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ue ‘Une fonction: panel limitée à ses termes principaux: 
_@. he QU FAË+f.5AP + 9% ia Vend the 


… s’est avérée insuffisante dans ce cas et il a. été indispensable.de la complé: 
ter par des termes exprimant la réaction de la liaison C—C sur la, 

distance G — Br et sur l'angle a. FRE de la fonction et 
- ne devient ainsi 


(2) cd LATPAU, pr aa AL - SA. AL : 5 Ie 


Introduite dans. les équations de Lagrange, elle donne lieu au système, 
d'équations aux pre symétriques + 


À 1 


deta tee RTE (dont) He 
; CCS ie eee M): Ee oust (Ate) Fog, 
Wa cE eapr ; 
@) mn Ce Cut) 
ie TEER erat Ss 
dl + See a a PA | 
wtugod = pe: Hier Fr de 9%) | 
avec M = masse de (CH,) = : “= 
ee FO bate hl h ï 
p = sin (180° — 0) b—1+95 0 
,9 = cos (180° — a) k=q+2r 
“Sion fait @,— T= 0's | EF coal nl Weare Yo 


on retrouve les formules de Kohlrausch (loc. cit. p. 68). En faisant dans a 


Las 0, d=1, k= q, on trouverait les formules analogues pour un 
L Ê | 
modèle cis. 
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Les trois équations (3) renferment cing inconnues, une résolution 


rigoureuse en est donc impossible et l’on se trouve réduit à choisir, parmi 
Vinfinité de solutions possibles, “celle qui paraît Ja ‘plus vraisemblable, 
ainsi que cela a été fait dans une première étude de CH, (°), le choix fait © 


étant justifié ultérieurement par l’accord entre les fréquences calculées et 


observées des molécules à noyaux isotopiques. On pourrait penser, au 


premier abord, à se servir des données supplémentaires fournies par les 
spectres expérimentaux de ces dernières pour déterminer sans ambiguïté 


les constantes cherchées, en recourant au besoin à artifice des « masses — 


spectroscopiques » suivant un procédé mis en œuvre par TCHANG Yone-Li 


à propos de C,H, et de ses dérivés (*). Une telle méthode n’est cependant 


pas indiquée ici, l’action des atomes d’hydrogéne qui a été négligée 
jouant un rôle bien plus grand que l’anharmonicité, et l’incompatibilité 
des équations qui en résulte ne pouvant être corrigée par le procédé 
évoqué. ur os 

La solution qui nous a semblé la meilleure est la suivante : 


F=2°76 10° dynes/em @, =,0°21 
(4) f = 2°38 » 1, = 0°802 
g = 0°485 » | | 


Elle permet le calcul des fréquences des molécules (BrDCH) — (CHDBr) 
et (BrD,C) — (C,DBr) à moins de 3°/, près ainsi qu’il est montré au 
tableau II. 


TABLEAU Il 


mS 


(BrH:C) — (CH,Br) |(BrDHC) — (CHDBr) (BrD,C) — (CD.Br) 


Cale. Obs. Cale. Obs. Cale. Obs. 


190 | 4190 | 489°3 | 188-9 | 189°3 | 488 
660 | 660 | 644 | 628:8 | 620 607 
933 | 931 | 900 | 934 | 873 907 


Les remarques faites plus haut au sujet des monosubstitués restent 
valables dans ce cas-ci. La figure 2 illustre la variation des trois fréquences 
symétriques avec le nombre d’atomes D. L’allure générale des courbes est 


(1) C. MANNEBACK et A. VERLEYSEN, Ann. Soc. scient. Brux., B, LVI, p. 349, 1936. 
M. de HEMPTINNE et C. MANNEBACK, Proc. Ind. Acad. Sc., 9, p. 286, 1939. 
(?) Ann. Soc. scient. Brux., 1, LVII), p. 87, 1938. 


oe 
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a | ; 
LA la même que pour C,H;Br, la fréquence w, (correspondant aux oscillations 
& de déformation) variant sensiblement moins que les deux autres. 


i 
IOs wits 5.4 


4000- 
Fie. 2. 
O — fréquences calculées 
X » observées 


0 : BrH,C — CH,Br ; 2: BrDHC — CHDBr; 4 : BrD,C — CD,Br. 


Nous avons déjà fait remarquer que les valeurs (4) n’ont pas de signifi- 
cation absolue, à cause même de la façon dont elles ont été obtenues ; les 
nombreux tâtonnements auxquels leur recherche a donné lieu nous 
permettent cependant de leur attribuer une signification qualitative assez 
précise : les valeurs réelles sont certainement comprises dans des limites 
assez resserrées autour des nombres indiqués et la présence dans la 
fonction potentielle de termes de couplages @,, et surtout y, de l’ordre de 
grandeur ci-dessus est hors de doute. Cette dernière remarque est d’ail- 
leurs confirmée par l’étude du BICHLORURE D’ETHYLE C,H,CL trans, où les 
conditions sont analogues : on obtient des couplages @,, y, du même 
ordre (!). 

Un autre fait intéressant apparait lorsqu'on compare les valeurs des 
trois constantes principales dans C,H,Br et dans C.H,Br,. 

CH;Br CH4Bro 
F=373 < 276 
f=153 — 2:38 
g = 0376 — 0-485 


On voit que la force de liaison F(C — C) diminue lorsqu'un atome 
d’halogène est fixé sur le C qui n’en portait pas encore; parallèlement la 
force de valence C — Br augmente fortement, ainsi que la force de 
déformation g. Cette dépendance entre les forces de valence et de défor- 
mation et le nombre de liaisons C — X présentes dans la molécule sera 
confirmée encore plus nettement dans la deuxième partie à l’occasion de 
l'étude des dérivés chlorés de l’éthylène. 


C)F=397, f=301, g—=083, p.—021, 4, = 07. 


LIX, | 18 


a 


‘comme liés pme atomes de 
générales restent donc valables ici meer helt 


eee ul 

rage P Les constantes géométriques € ee Bes seront 
L=1:38A. . 

LE l=1: 73 À Are, GET Lib ator at, 

* a= 19845 5.6 .suloedé noter. 


aN vision 


pour toute la série ; ce sont celles de la molécule C,Cl,. 

Les fréquences fondamelliales du modèle à 3 masses correspondant au 
CHLORURE DE VINYLE, C,H,Cl, données en Raman par KonLrAUsCH et Srock- 
MAIR (7) sont : 396, 703 et 1601 em! (cette dernière, la plus haute étant 
la fréquence de la double soudure C = C). Les Palellts des coefficients de 
énergie potentielle (*) de ce modèle sont FRE ka a la premiére 
colonne du tableau IV. 

Le BIGHLORURE D’ETHYLENE existe sous trois formes isoméres stables dif- 
férentes dites forme CIS, TRANS, et ASYMÉTRIQUE, suivant une lt 
connue : 

CI Cl al | 
HC=CH HC=CH H,C=C), 
CI 
cis. trans. asym. 


On voit que les modes normaux plans de chacun de ces systémes peuvent 
se répartir en deux classes suivant qu’ils conservent ou non la symétrie 
du modéle au repos : symétrie par rapport au centre pour la forme trans, 
par rapport à la médiatrice de la distance C=C pour cis et par rapport à 
l'axe C=C lui-même pour asym. 

Les fréquences propres n’étant complètement connues que pour les 
modes symétriques de ces trois molécules et de leurs dérivés isoto- 
RP ER OR en te 


(1) Voir Brockway, BEACH, PAULING. J. Chem. Phys., 57, p. 2693. 1935. 
DE LaszLo, Nature, 135, p. 474, 1935. 
(?) Z. phys. Chem. B., 29, p. 292, 1935. 


— 975 — 


| piques () (sauf D,C=CCl,), nous écartons, pour le moment les mouve- 


= ments antisymétriques. 


Pour les molécules cis et asym une fonction potentielle du type 2U0 
(voir 2a) suffit amplement à rendre compte des fréquences expérimentales 
à la fois de C,H,CI, et de C,D,Cl,, cela, bien entendu, à l’approximation à 
_laguelle les sinkipdetions introduites permettent dd s'attendre (voir 
première partie) : la comparaison entre fréquences calculées et observées 
se fait dans le tableau HI, et les coefficients des énergies potentielles QUo 


_ calculées se trouvent au iWhlean IV. 


Lt 


-couplage paraissant moins essentiel que Y, 


L'interprétation des fréquences expérimentales de la molécule dite TRANS 
exigera, tout comme dans le cas de C,H,Br,, l'introduction dans l'énergie 
potentielle de termes d’interaction entre les élongations AL d’une part et 
Al, lAa, d'autre part ; la fonction potentielle utilisée sera donc identique 
à celle écrite en (2). Pour la commodité du calcul on a fait ici p,= 0, ce 
; les valeurs trouvées pour les 
coefficients de AU sont : 


F=875 10° dynes/em. 
1— 00 » 
g = 0402 


“@, = 0°00 
7, = 0°75 


TABLEAU III 


HC = CIDC — CDCI € 

CHC! | ee ae TRANS if 
aba w obs. en w cale. obs. ae | w Calc. obs. En 
397 396 0:95 SoD 350 AS | 882 341 2:0 
701 703 0:3 853 847 0:7 824 769 Ge 
1601 | 4601 0:00 | 1577 157 OO" PT5ai F570 | 39 


@) Wu-Ta-You. J. Chem. Phys., tome 5, p. 396. 1937. 
KoHLRAUSCH, loc. cit., p. 223. 
CABANNES, Journ. Chimie Phys., 35, p. 1, 1988. 
(2) L'accord aurait sans doute pu être légèrement amélioré (mais pas beaucoup) en 


introduisant @, et en modifiant légèrement les constantes F, f, ete. 
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“CIC = CHCl | CIDC—CDC | HO CL ee 
7 RARE | CIS ASYM 
re cales obs. ai calc. obs. | sm calc. | obs. | “at 


175 | 475 | 00 lave | 1m | 2 | 998 | 993 | 0-0 
694 | 714 | 24 | 677 | 689 | 2 | 600 | 600 | 0-0 
1587 | 4587 | 0-0 | 4590 | 1575 | 3-0 | 4611 | 4614 | 00 


fréquences des modes symétriques de C,H, Cl, (x + y = À). 


L'accord entre spectres calculés et observés est, comme on le voit, assez 
satisfaisant étant données les simplifications introduites. Nous pourrions 
reprendre ici les considérations développées plus haut; en particulier 
l’on constate à nouveau que, dans les oscillations dites «de chaîne» (Ket- 
tenschwingungen) auxquelles on s’est limité ici, le mouvement des atomes H 
par rapport aux G n’est pas négligeable : d’où l’écart entre les fréquences 
des C,D,CI, calculées et observées. 


TABLEAU IV 


=çcaa | CH 


F(C— 0) | 9:855 (°) = | 
r(C—Cl | 9-00 si a7 ls go2e- bien 


g (© 0°47 


(*) en unités 10° dynes/cm. 


Le tableau IV illustre la remarque déjà faite plus haut concernant la 
variation des forces de valence et de déformation avec le nombre et la 
position des atomes d’halogénes dans les dérivés des hydrocarbures. La 
force élastique F de la double soudure C = CG décroit lorsqu’on passe du 
mono- au tétra substitué en passant par le bisubstitué cis et asym (°) : le 
passage du chlorure de vinyle au C,H,Cl, ces fait baisser la valeur de F 
de 41°3°/., entre cette dernière molécule et la forme asym la différence 
d'emplacement des Cl, qui sont alors fixés au même C, a pour effet un 


(1) Les coefficients de l'énergie potentielle de la forme trans ont été dounés plus haut. 
On ne les a pas reproduits ici. Il est naturel qu’ils ne trouvent pas leur place dans le 
tableau [V puisque l’énergie potentielle de cette molécule contient les paramètres @,, Ye 
qui n’interviennent pas ailleurs. 


| 


— 977 — 


. veaux atomes de Cl pour former la molécule totalement symétrique 
_ (CI, (*) fait baisser F de 27°5°/, par rapport à la valeur précédente. On 
_ voit donc que moins une molécule renferme d’atomes légers H, plus la 
liaison C = C.est faible et que, à nombre d’atomes d'hydrogène égai, la 
double soudure est la plus faible dans la molécule où les atomes d’halogène 


sont fixés sur le même atome de carbone, cet effet étant cependant moins 


prononcé que le précédent. 
Le dérivé trichloré C,HUI, n’a pas été étudié, à cause des difficultés 


pratiques que présenteraient les calculs, du fait de l’absence de symétrie | 


du système ; ce qui vient d’être dit permet cependant d’évaluer la valeur 

de F dans le trisubstitué, nous l’estimons être compris entre 7°3 et 
75 X 10° dynes/cm (et sans doute plus près de 7:3 que de 7°5). 

- Parallélement à la perte de rigidité de la double soudure on constate 

un accroissement de la force de « valence » f (G — C1) et de la force de 

~ Cdéformation » g. f est particulièrement faible dans C,H,C1; lorsque l’on 


passe au dichloréthylène ces elle augmente de 75 °/, de sa valeur, entre cis 


et asym l'accroissement est de 12°6°/, et de 23 °/ entre asym et C,C),. 
La force de valence C — X croit donc avec le nombre d’atomes X présents 
dans la molécule et, pour plusieurs isomères donnés, elle est la plus forte 
pour celui où les atomes lourds sont firés au même carbone. 

Une remarque analogue peut se faire au sujet de la force de déforma- 
tion g, sauf que pour celle-ci, l’effet de la position des halogènes dans le 
système parail plus important que celui de leur nombre. 

Les grandes valeurs de fet g pour les molécules H,C = CCI, et CCl, 
sont manifestement dues à des réactions de couplage entre liaisons au 
sein d’un même radical CCI,. On reviendra sur ce sujet dans la suite (?). 
Les valeurs f = 3:57 ; g — 0:53 obtenues pour C,H,Cl, ces nous semblent 
les plus voisines des valeurs des forces de valence et de déformation pures. 


TROISIÈME PARTIE 
FONCTION POTENTIELLE ET MODES NORMAUX DE C,C, 
La molécule du tétrachlorure d’éthyléne se présente sous forme d’un 


système plan à six masses dont les dimensions sont connues et ont été 
données plus haut. 


(1) Dont Ja fonction potentielle sera calculée plus loin (3me partie). 
(2) 3me partie. 


… abaissement de 4 °/, de la liaison C = (, enfin l’adjonction de deux nou- 


i ee 
el ae Un tel modèle : 
d’une étude théorique tai \ 

HE ici que le les neuf modes normaux re se ete: 


3 “ Sy La ee sd 
am Ay TUE 


« * S (x, m,) : W,, W,, w, (a (actifs en Ra.) # ene ki eu 


ay paki Am, 9,) 1 Wy Ws (actifs en IR.) te aN 
q ET. HA (Cam) Wes Wr afactifs en Ws)y aye aies 
. S, (0, 0,): Ws, Wy (actifs en Ra.) D) à 


camprenant la premiére trois, chacune des autres deux oscillations 
propres. La notation S (ou A) désigne les mouvements symétriques (ou 
antisymétriques) par rapport au centre ; T,, T, (ou ©, , 5y) désignent res- 
pectivement les oscillations symétriques {ou antisymétriques) par rapport 
à l’axe des æ et à l’axe des y 
Dans tout ce qui suit nous eos l'hypothèse, qui n’est sans doute 
réalisée qu’approximativement, de l'indépendance complète des déforma- 
tions des deux radicaux CCI. Notre énergie potentielle sera écrite en 
conséquence (?). 


QU = AU, + QU, | 
QU» =F. Al? +f. EAT? +y- 1. (Au, + Aa,,*) 
. 6) _ +7. 2. (AB? + AB?) 


We = Of" (AL Al, + Ot, Al) 
+ 2g, -1+[Aa,,- (A, + AI,) + Au, - (AT; + A7,)] 
+ 29, 1: TAB, - (A, — Al,) + AB, (Al, — Al,)] 
(Aa,,, Aa,, sont respectivement les accroissements des angles Cl, —C,,—CI, 


et U; —C,, —(Cl,. AB,,, AB,, sont les angles que forment avec la direction 
C—C déformnés les bissectrices des angles a,, et a, et comptés positive- 
ment dans le sens de y vers x). 


(*) MANNEBACK et VERLEYSEN, loc. cit. Pour l’étude des mouvements gauches, voir 
E. BERNARD et C. MANNEBACK. Ann. Soc. se. Brua., LIX, 1, p. 113, 1939: 
(*) Ne pas confondre les gi, g3 ci-dessous avec le g précédent. ~ 


R it aux Tench ù et A, peuvent être déerits ana | 
d quatre paramètres suivants 


6) et) ve ie” F; GA ME nen; gi 


“tandis que les mouvements 0, (Se et A.) ne dépendent que de Bb para: 
_métres, | 


; 
- 


(2) . Le Va as 28 Deaiiar, 


| Les spectres Raman et infra-rouges du tétracblorure d’éthylène sont 
| encore assez mal connus malgré les travaux de plusieurs auteurs (!). 
| On s'accorde généralement sur l'attribution des trois fréquences Ra 
‘4 intenses à 1596, 445, 236 cm—! aux trois modes S,. Les bandes d’absorption 
… a913 cm— et 782 cm sont respectivement ahaa aux modes A, et A,. 
Une raie Raman d’intensité moyenne à 509 cm—!a été considérée jusqu’à 
présent comme provenant d’une vibration S,, cette attribution nous paraît a 
douteuse et sera discutée ultérieurement. 

En conservant les attributions ci-dessus pour les fréquences w,, w,, w, 
de S, et w, de A,, les formules (5) et (6) d’un travail précédent (*) per- 
mettent, sans aucune difficulté, de calculer les quatre paramètres (6) 
ainsi que la fréquence manquante w, de A,. On trouve 


(6) F— 616, p, = 494, y, = 1°4, g, = 01 x 10° dynes/em 
wy a= 36ivemr* 

Cette fréquence a laquelle les régles de sélection imposent den’apparaitre 
qu’en absorption tombe dans une région difficilement accessible du spectre 
infra-rouge, aussi n’est-elle signalée par aucun auteur. 

Une étude analogue à celle-ci et limitée aux modes S, et A, a été faite 
par Ducuesne (°) et Linnerr et Tomson (*) avec des résultats ne différant 
pas essentiellement des notres. 

Si l’on aborde maintenant le calcul d’une fonction potentielle pour les 
modes A, et S, en adoptant w, = 782 cm— et w, = 509 cm les formules 
(7) et (8) du travail déjà cité fournissent quatre relations où figurent en 
tout cing inconnues: les trois paramètres (7) et les deux fréquences wçetw,. 


a 


\e 


= ae 


LR 


@) Wu-Ta-You, Phys. Rev. 46, p. 465, 1934 ; Simons, Soc. Sci. Fennica Comm. Phys. 
Math., 6, n° 13, etc. 

(2) MANNEBACK et VERLEYSEN, loc. cit., p. 357. 

(3) Nature : 139, p. 288 et 634, 1937 ; 142, p. 256, 1938. 

(4) Journ. Chem. Soc. London, 1937, p. 1893. 


ae faibles) Avs dw 5} nea a denne 
Get échec pouvait faire eroire que la méthode employée et les L 
théses physiques qu’elle suppose (forme de l’énergie potentielle 
_ cessent d’être valables voue les molécoles de la nature de celle dont i 
question ici (’). ; 
Pour trancher la Ar et en présence du succès obtenu fee né . 
deuxième partie pour les molécules C,H,C, @+ y = À), il nous a semblé 
logique de tirer parti de ces résultats de la manière suivante : 
‘La valeur de f = 3:57 x 10° dynes/em fournie par la fonction potentielle | 
du €,H,Cl, cis, combinée par les formules (6) et (7) avec la valeur 
P, = 4 9% donnée en (6’) indique que le couplage f' prend la valeur assez 
élevée 


| f = 1°37 x 10° dynes/cm, 
il en résulte pour p, = f — f 
= 2°20 x 10° dynes/cm 
tandis que le g de C,H,Cl, donne pour F, la valeur (?) 
F, = 0°53 x 10° dynes/cm. 
Le coefficient de couplage g, a été pris arbitrairement égal à 
9: = 93 = 0'A X 10° dynes/cm, 


ce qui est très vraisemblable, du moins comme ordre de grandeur. 

La fonction potentielle ainsi composée pour les modes A, et S, permet 
le calcul des quatre fréquences w,, w, (de A,) et wy, w, (de S,). 

Le résultat du calcul est résumé au tableau V. 

La fréquence w, — 173 cm1, qui est active en absorption, n'apparaît 
pas dans le spectre, puisqu'elle est située dans la région inaccessible de 
linfra-roage. w, — 775 cm correspond manifestement à la bande 
d'absorption dont le maximum est indiqué à 782 cm— et qui avait 
d’ailleurs toujours été attribuée au mode A, : cette concordance à moins 
de 1°/ près entre la valeur théorique et le chiffre expérimental, constitue 
une preuve en faveur du procédé employé. w, = 1499 cm— est active en 
effet Raman, cependant la figure de vibration de ce mode (fig. 3) montre 
qu’elle doit être très faible, elle est sans doute inobservable dans les 
conditions actuelles. Quant à w, = 279 cm—, active elle aussi en diffu- 

(‘) Voir KonLrAUSCH, loc. cit., p. 152. 

(2) En effet, g = Fa. 
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sion, on remarque qu’en la combinant avec la fréquence Ra, w, = 236, 
suivant la règle de Sutherland on obtient w, + w, = 515 cm—, fréquence 
_ active en Ra, dépolarisée. La raie expérimentale à 509 em—1, attribuée 
F4 par tous les expérimentateurs à une vibration fondamentale Se nous 
parait ainsi devoir plutôt être interprétée comme une combinaison des 
fréquences w, et w, dont la somme ne s’en écarte que de 6 cm—. 
» Nous remarquerons de plus que le spectre expérimental présente une 
raie Raman très faible à 383 cm1, il est possible que cette dernière 
puisse être considérée comme la première harmonique de w,, l'écart entre 
383 cm et 2w, = 856 cm— pouvant être dû à l’effet des couplages (7) 
négligés. La raie observée à 353 cm—, bien que plus rapprochée de 2w,, 
semble trop intense pour être une harmonique ; elle provient sans doute 
d’un mode gauche. 


7 


EN 


TABLEAU V 


| Fréq. calculées | Fréq. observées | 


a 4 Fonction potentielle 
en cm en cm 
; w, = 1569 1569 F = 6146 x 10° dynes/cm 
S1(Ta Ty) f = 357 » 
W,= 445 445 + SV 
Ra oon bi. free » 
Wy = 936 936 H Ÿ = (Wey » 
ag i Ory ge 04 » 
A (Tx0y) W, = 361 ? | D, = Ld, » 
IR We 919 918 = 12 » 
Go) | us 173 | / 7 he da ; 
IR w,= 779 | 782 ior if 1-06 : 
, | | = 01 » 
Ra wen 1499 ? r= 0°53 * 
W, + We ~ 509 
Ra Qu, ~ 383 


Nous pouvons conclure de ceci que les méthodes et les hypotheses qui 
ont servi pour l’investigation de la molécule d’éthyléne restent applicables 
à des systèmes lourds du type G,Ol, et que, d’autre part, tout comme GES 


(1) et de l’anharmonicité. 


GE sh" ats 
aoe 23608), 


sd A) a 
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TABLEAU VI 
Ss, Wy | We | Ws | A pe 
erica Shee 
|. 9=| 35626 | 99880 | 0 =| ray 26°08' 


Avant d'analyser les modes normaux de la figure 3 et de les comparer 
avec les figures de vibration de € 2H, et C,D, calculées antérieurement (’), 
il convient de rappeler que la farted potentielle de C,Cl, renferme deux 
termes de couplage g, et g, exprimant qu’une déformation d’un angle a ou B 
“entraine une déformation des liaisons C — Cl aboutissant au sommet de 
angle considéré ; un tel couplage faisait défaut dans la fonction U de 
C,H,. Il en résulte que les oscillations propres de C,Cl, ne peuvent, en 

+ général, plus être nettement séparées en oscillations de valence et de 
déformation. 

Une autre cause de différence entre les aspects des modes normaux de 
l’éthylène et de son tétrachlorure est la différence entre les rapports des 


My 
7 masses ~~ et —— ae =, le second rapport étant 36 fois plus grand que le 


premier. Il en résulte que, dans chaque classe de mouvements, la fré- 

quence la plus élevée appartient 4 un mode ou le rapport : p = élongation 

de C/élongation de Cl est largement supérieur a 1 (°*). C’est ainsi que, en 

particulier, le mode w, pour lequel p == 17°5, peut être considéré comme 

le mouvement d’un radical C=C vibrant longitudinalement entre deux 

groupes Cl, auquel il est faiblement lié et qui ne participent au mouve- 
ment que de façon insignifiante. 

Semblablement w, présente un large mouvement de rotation du radical 

C=C entre une armature formée de quatre Cl tournant très légèrement. 


(1) A. VERLEYSEN et C. MANNEBACK, Ann. Soc. scient. Bruæ., série |, LVII, p. 31, 1937. 

(2) Ceci correspond à une remarque déjà bien souvent faite par KOHLRAUSCH et ses 
élèves (S. R. E., p. 140, BURKHARoT : Mém. Jub. Raman, etc...) au sujet des molécules 
planes non linéaires de type X - C—C—X. Si la masse de X est petite vis-à-vis de 
celle de C la plus haute fréquence « symétrique » du modèle correspond à une oscillation 
de valence C — X, la fréquence intermédiaire à une oscillation G — C. Lorsque X est 
lourd par rapport à C, ces deux fréquences intervertissent leurs rôles et la plus élevée est 
une fréquence C —C. La plus basse des 3 fréquences est toujours celle d’un mouvement 
de déformation. 
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4 Contributions à la théorie des effets de latitude 
et d’asymétrie des rayons cosmiques 


VI. Cônes des rayons cosmiques 
infiniment voisins de l'équateur 


PAR 


TCHANG YONG-LI 


INTRODUCTION. 


La théorie du mouvement des particules cosmiques développée par 
MM. les professeurs Lemaitre et Vallarta consiste surtout à remplacer 
la quantité physique, l'intensité du rayonnement cosmique, par une 
quantité géométrique, le cône des rayons cosmiques (1). 

D'après leur théorie, les directions d’arrivée des rayons cosmiques 
en un point de la terre forment un certain cône. En appliquant le 
théorème de Liouville, ils démontrent que, dans l’hypothèse d’une 
répartition uniforme des particules cosmiques à grande distance, 
l'intensité du rayonnement cosmique en un point de la terre est pro-. 
portionnelle à l’angle solide du cône. Une considération simple du 
cône leur a permis déjà de déterminer la loi de variation en latitude 
de l'intensité du rayonnement cosmique, que les nombreuses expé- 
riences de MM. Clay, Compton et d’autres avaient vérifiée de façon 
satisfaisante (?). 

Parmi les cônes, on distingue le cône de Stormer, le cône principal 
et le cône de pénombre. Le cône de Stormer est un cône circulaire 
en dehors duquel les directions d'arrivée des rayons cosmiques sont 
interdites. Le cône principal est un cône moins simple qui se trouve à 
l’intérieur du cône de Stôrmer. Les particules venant directement 
de l'infini aboutissent dans ce cône à l’intérieur duquel toutes les 


(1) Phys. Rev., 43, 87 (1933); 49, 719 (1936); 50, 493 (1936), etc. 
(2) J. Crav : Proc. Amst. Acad., 30, 1115 (1927); Chay & H. P. BERLAGE : 
Naturwiss., 37, 687 (1932); A. H. Compton : Phys. Rev., 43, 387 (1933). 
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_ directions sont permises. Entre le cône de Stôrmer et le cône princi- 
pal, il y a la région de pénombre. Les particules qui se sont approchées 


puis éloignées plusieurs fois de la terre finissent par tomber dans cette 
région, et forment le cône de pénombre. 

On considère aussi dans certains cas le cône d'ombre, qui indique 
la limite des directions interdites plus précise que le cône de Stormer (1). 

Les génératrices du cône principal et du cône de pénombre peuvent 
être formées par les directions d'arrivée de trois RS de trajec- 
toires : | 

1. Les trajectoires asymptotiques à une orbite périodique ou quasi- 
périodique. Ce sont les trajectoires dites de première espèce. 


2. Les trajectoires venant de l'infini qui n’atteignent le point © 


considéré qu'après avoir été tangentes à un autre point de la terre. 
On les appelle les trajectoires de seconde espèce. 

3. Les trajectoires qui sont à la fois de première et de seconde 
_ espèce. Ce sont les trajectoires de troisième espèce. 

L'existence du cône de pénombre a été signalée par Lemaitre 
(Contribution I) qui a étudié un cas limite (?). Récemment M. R. Alba- 
gli Hutner (°), en analysant les trajectoires tracées par le « Differential 
Analyser » du professeur Bush, obtint des détails précis sur ce cône à 
20° de latitude et pour les énergies de particules 0,385; 0,400; 0,425; 
0,450 et 0,500 stormers. Nous nous. proposons de développer ici l’é- 
tude analytique déjà amorcée par Lemaitre sur le cône de pénombre 
pour des latitudes infiniment voisines de l'équateur et pour des énergies 
infiniment voisines de (\/2 — 1) stormer. 


Avant d'aborder la question en détail, précisons les conditions de 
notre problème. 

Parmi les trajectoires des particules chargées dans le champ magné- 
tique d’un dipôle, il existe dans le plan équatorial une orbite pério- 
dique circulaire. Cette orbite admet des trajectoires asymptotiques 


dans le même plan. Considérons un point dans ie plan équatorial à la - 


distance 7 du dipôle, le rayon de l’orbite circulaire étant pris comme 
unité (7 < 1). Les orbites asymptotiques parviennent à ce point de 
l'équateur en faisant un angle 6 avec le plan méridien du point. 
La valeur limite de 6 définissant le cône de Stérmer est donnée par 


vag À { 
sin 6 = — — anes 
Ÿ + 72 


(1) M. SCHREMP, Phys. Rev., 54, 158 (1938). 
(2) Ann. Soc. Sc., A LIV, p. 162. 
(3) Phys. Rev., 55, 15 (1939) ; 55, 614 (1939). 


qwerture du cône à  'équateu, trance ap a partir du} 
le zénith. 


7, - 


| gig PES Ru à vas ali 


# 5 i £ 2 
oy s’annule pour PEs V2 — 1. Pour des énergies inférieures à 

énergie critique 7,, aucun rayon n’atteint l'équateur. Pour des éner- 
"gies voisines de 7,, nous écrivons À 


rt (1 + 6) 


Notre étude se restreint au cas où p et la latitude À sont infiniment 
petits. 
L'équation complète de Stormer (5 


nous montre que, dans ce cas, 8” est un infiniment petit, et le para- 
mètre de Stôrmer y, est infiniment voisin de 1. 


1. TRAJECTOIRES INFINIMENT VOISINES DE L'ÉQUATEUR. 


"TER LA qua à 


Commençons par rappeler les résultats de la Contribution I (?). Nous 
nous servons dans ce but d’un graphique représentant, pour le cas 
limite infiniment voisin de l'équateur, une famille de trajectoires 
asymptotiques à une orbite périodique. Ces trajectoires sont calculées 
à l’aide de fonctions déterminées dans la Contribution II (3) et la Con- 
tribution suivante (VII). 

Écrivons 2 y, 7 = e*. Les équations de mouvement d’une particule 
dans le plan méridien qui l'accompagne sont | 

| 
(1) Publications Oslo n° 10. 9 


(2) loc. cit. 
(3) Ann. Soc. Sc., A. LIV, p. 174. 
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l'orbite périodique s ire en considérant l'équation (be wes 


tie PE 2 À = 8 sin (wo + p,) 


où w = ve 5 est une constante. — 4/5 est dense: de l'orbite 


périodique. @, est une phase arbitraire. 
Les solutions asymptotiques à cette solution périodique s ’écrivent 


(4) LE (ce 2+ X(o) avec X(o) =— log ee + Ne: =) 
ne 


G) \=BA(@) sin [wo + @, + a(0)]. 


Les fonctions A(o) et a(o) ont été déterminées par M. L. Bouckaert 
(Contribution IT) et revisées par l’auteur (VII). Elles sont définies de 
façon que, pour le point À, nous avons 


c=—-» A(6)—1 a(o)=0 Ac) =0 a’(o) =0 

pour le point B, nous avons 

a=) A(a)= 2,109.977 a(o) = — 6393010" A’(o) = 1,157.792 
a’(o) = — 0,671.501 


Chaque trajectoire est caractérisée par son amplitude B etsa phase p, 
Les propriétés des trajectoires peuvent étre résumées dans un dia- 
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gramme polaire (8, p,). Quand une particule caractérisée par B et , 
vient de l'infini, elle est incapable de traverser le col avec une amplitude 


plus grande que celle de l'orbite périodique (8 > \/ à . Elle est 


représentée par un point en dehors du cercle de rayon 8 = \/ . ; 


Les points à l’intérieur de ce cercle sont des trajectoires pouvant venir 
de l'infini vers le dipôle. La circonférence correspond à des trajectoires 
asymptotiques à l'orbite périodique. 


fe) va 2 Va Va À Va 
JC 


Les trajectoires présentent un minimum en x aux environs de B. 
Deux orbites sont particulièrement intéressantes. Elles sont toutes 
les deux doublement asymptotiques à l'orbite périodique. L'une est 
symétrique par rapport à l’axe x et correspond à une solution impaire. 


LIX, I 19 
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cc SAR LE ®, et or: Q, est alors défini à l'aide d'un 
__ compté à partir de cette bissectrice, on ire periodiqys 


Eo EE | 


Les solutions impaires correspondent alors à la droite 9, = = Xd 
Les solutions paires correspondent à la droite 9, = — x. iG 

Le retour d’une orbite change ses paramètres B, et qt, en W et 
Une solution quelconque est une combinaison linéaire d’une fonction 
impaire et d’une fonction paire. La transformation doit changer le 
signe de la composante impaire et laisser invariante la composition 
paire. On a 
- Bi sin 7] = — B, cos Lo tgy . 
”) Bo sin Lo = — Bi cos G tgx 


Le cercle se transforme en une ellipse d’équation 
(8) a— 5 8? [(tan? x + cot? x) — (cot? x — tan? x) cos2Z,] = 0. 


On vérifie que les points 2 et 5 de la figure 1, correspondant aux 
solutions impaires, se permutent après le retour. Les points 4 et 6. 
PARA aux solutions paires, restent invariants. Le point 1, 


C= 9 sur le cercle) se transforme en 1’ (4 = = de l’ellipse). De même 


le point 3 (Z,=0 sur le cercle) se transforme en 3 (7, — = sur l’ellipse). 


Les points de l’ellipse compris dans le cercle correspondent à des 
trajectoires d’amplitudes plus petites que celle de l'orbite périodique. 
Elles traversent le col pour ne plus revenir. Les points de l’ellipse en — 


—_—_— a 


(1) Dans la Contribution I, une erreur s’est introduite. sur le signe de x. 
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y dehors du cercle correspondent à des trajectoires qui oscillent aux 
: environs du col avec des amplitudes plus grandes que celle de l’orbite 
à périodique. Elles ne peuvent pas sortir du col. 

#, Dans la figure 2 est dessinée une famille d’orbites asymptotiques © 
A une orbite périodique. Les phases des trajectoires s’approchant du 
_ dipdle diffèrent de celle de l’orbite symétrique doublement asympto- 


yen 
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tique d’un multiple de 200. Elles sont numérotées de façon que leurs 
phases soient définies par | 


Z, = L, + 200N 
= 0 est l'orbite symétrique, N = — 1 représente l'orbite ne du 
sur elle-même (à 30’ près). N = 4 correspond à peu près aux points f 


et 1’ de la figure 1. Toutes ces trajectoires dessinées ont des ampli- 
tudes au moins égales à celle de l'orbite périodique. Nous avons ajouté 


la courbe en pointillé N = 85 qui correspond aux points 3 et 3’ du 


diagramme 1. L’amplitude de cette trajectoire au retour étant plus 
petite que celle de l'orbite périodique, elle oscille plus près de l'équateur 
et finira par traverser le col. 

Les lignes P = 0, qui constituent la frontière des régions défen- 
dues, sont séparées par le col où se trouve l'orbite périodique. Im- 
possible de tracer à notre échelle les courbes très effilées P — 0, nous 
les représentons sur la figure 2 par deux traits gros. Il est alors facile 
de voir que les trajectoires de retour ayant des amplitudes supé- 
rieures à celle de l'orbite périodique sont arrêtées par les lignes 
P= 0. Le col n’est assez large que pour laisser passer les orbites dont 
les amplitudes sont plus petites que celle de l’orbite périodique. 

La famille complète des trajectoires depuis N = 0 jusqu’à N = +9 
s'obtient en complétant la figure par symétrie par rapport à l’axe x. 

Les trajectoires arrêtées par le col finissent par rebondir encore vers 
le dipôle du même côté que les trajectoires au retour. Elles ont pour 
nouvelle amplitude et nouvelle phase 


(9) Bo = By ‘ie à zy Sos SEE en 


Les arcs de l’ellipse débordant le cercle primitif se transforment en 
deux doubles spirales s’enroulant indéfiniment sur le cercle primitif. 


La figure 1 est faite pour V : log a= kn . Une variation deacorres- 


pond a une rotation des spirales autour de l’origine. 
Aux environs immédiats de B, le cercle constitue le cône principal 
et les doubles spirales constituent les cônes de pénombre. 


2. LES DIRECTIONS D'ARRIVÉE DES PARTICULES COSMIQUES, 


La direction d'arrivée d’une particule est caractérisée par l'angle 6 
qu'elle fait avec le plan méridien et l'angle n que fait avec la direction 


— 293 — 
du zénith sa projection sur le plan méridien. Ces angles sont donnés 


par les formules 


: 2 _ cos À 
10 PR ARR 
(10) dak: ~~ ¥Cosh 7 


dn 
(11) tg n = dx 


Considérons une particule cosmique venant de l'infini suivant une 
trajectoire caractérisée par son amplitude B et sa phase Z. Elle arrive 
a B a la latitude 


(12) = BA sin(Z—) 
sa dérivée s’écrit 
(13) @\ _ ga’ sin (Z—y) + BA (w-+a’) cos C—x) 


où les A, A’, a et a’ sont les valeurs pour o = 0 de chaque fonction. 


Eliminons Z — y et B entre (12) et (13), nous avons 


(14) Cal L (w+ a’)? = BPA? (w+ a’)? 
4 À (w+ a’) 
(15) tg (C — x) 5, ca 

fo A 


L’équation de Stérmer qui détermine 8 peut s’écrire 
: 1 
ef a ge 
sin8 = 4 yj é (e cos À sn 


d’où 
cos? = 16 16-4 P 


En vertu de l'équation d’énergie 


reel) 


nous avons 


dn V 
) On. 
(16) Ge oes sin n cos 
Nous avons pour approximation suffisante 
ORS Bp 
(17) loa lie ae 


® étant une quantité variable qui exprime la relation entre « et B. 


ee ee aa ie 


ie + drew nce x =sinncos@ | 
y= sin 6 - 


j UNE CR 

avec l’axe x dirigé dans le sens nord-sud et l’axe y iene les sens ioe 

Le cone de Stérmer s’obtient en considérant le cas limite y, = 1. 
Ona { 


cos À 2 


= Sin 0. =.—_— — 
ue + 72 r cosh 


2 a fe = ‘ 
en remplaçant cos À par 1 — 3 et 7 par r, (1 + p) dans cette équation, 


ona 


(21) 1— y = (6443) 5 + (4+ 2 V2) p 


L'ouverture du cône permise à l’arrivée des rayons cosmiques est 
donc infiniment petite autour du point ouest. Elle s’ouvre au fur et à 
mesure que la latitude et l'énergie des particules augmentent en même 
temps. k 

L'équation s’écrit alors d’après (20) 


Aly? A6 À 
(22) CS: A) ++ ape 29 w+ a’)? (y—yy “8 


Soit y, = Pi, compté à partir de y,. On commettra une erreur 
d’ordre supérieur en mettant dans l’équation (22) : 


Gal COS À = 4 F= 


— 995 — 


2, 


Ceci permet d'écrire 


His  @— x)= 2PG,— Vv) 

avec . 7 ci 
Qmiithte2 Surin? 4 ; 
Ed day! dr UE <b P= 37,0 Ware Po 


À chaque valeur particulière de ® correspond une parabole de 
position fixe par rapport à l’axe y,. C’est une courbe d’égale amplitude 
(8 = constante). Le cône principal correspond à D = 1. Le cône de 
prénombre du premier ordre (1) se trouve dans la région entre les deux 
paraboles 6 = 1 et ® = cot? x (cot x étant le grand axe de l’ellipse 
dans le diagramme 1). - 

L'équation (19) devient 

EX tan 2x 
és X  tan(Z—%) 

Les courbes d’égales phases (Z = constante) forment un système de 
droites perpendiculaires à l’axe y,. Les droites correspondant a 
<7 = kn + x sont rejetées à l'infini. 

Nous prendrons respectivement comme unités de mesure sur les deux 
axes x et y’ les quantités arbitraires À et À? (fig. 3). 


Sh_th mn 8 


Jo 160 150 120 % 60 5 40 30 


On obtient le cône de pénombre en transportant les deux doubles 
spirales du diagramme polaire dans ce système formé de droites et de 


paraboles. | 
Les deux doubles spirales se superposent. Elles apparaissent comme 


(4) Nous appelons un cône de pénombre d'ordre » le cône dans lequel sont 
aboutis les rayons, qui, avant d'atteindre la terre, s’en sont éloignés » fois. 


TT 
i on 


Sr = + ses 
a" “ek Spied pie 


| Dans la figure 4, nous avons ioe sabres 


Nous remarquons que x est de l’ordre de À tandis que y, est de l’ordre 
de \2. Le bout de l’arc d’horizon de la région permise 


AE ths 
doit être assimilé à un arc de parabole 
8 = 1h Mt te ER ne 


Écrivons 
(25) p=u\ 
L'horizon s'écrit finalement, en prenant y, comme axe de repère 
ÿ | ae a 
(26) #= 2] 6+ 4VDE—G+2VP ax | 


on a donc une méme parabole servant comme horizon qui glissera 


suivant la direction ouest-est quand l’énergie des particules considé- 
rées varie. 


= h=- horizon se 
nt en dehors du cône dEtürine ch piouah ies - Le 
d nergies correspondant Ap < — 0,780312 ne Arr 
fr Ee ii principal et l'horizon se touchent tangentiellement pour 
pi = — 0,3259. Les particules d'énergies correspondant à p < — 02250 
ie ’atteindront la terre que dans la région de pénombre. ; 
æ 


bre 
14 


_ 4, TRAJECTOIRES DE SECONDE ET DE TROISIÈME ESPÈCE. 


__ Reprenons l'étude des trajectoires dans le plan méridien (x, À). 
Les trajectoires présentent un minimum de x aux environs du point : 
D B. Soit L 
D (27) x =log2+ X(0)+E 
_ l’abscisse du point minimum, avec £ comme terme de correction. | 
Soit l'équation d’ énergie (3) développée suivant les quantités petites a hr 
et À? 


dx ê a Be “ia 2x —x# —2% —2x 2 À 2% 
Go) + (ag) = +2 IN + que 
d 
en tenant compte de (12) (13) et (27), nous aurons pour = == (aux 


environs de o = 0 


(28)| 5¢ ee cco lege E A2 (+) +5 A" Hire) A2 


32 134 5A 2(w+a’)2— ARE à (5 oa Loos CE» 
: + AA'(w—+a”) sin 2 wees 
: itr ae 


£ se trouve donc déterminé en fonction de a et f?. ; 
Pour l'énergie d’une particule 7 = 7, (1 + p), la terre est represen- 


tée par 
%— log 2 + X (0) + log (ET 0) 
Les trajectoires seront tangentes à la terre si 
z= tog (1+ 9) =p. 


ge 


134 1424 ap ci te 


ath stadia art eb 4 D a 
SIPAT EUR tusrd sr ri ate 


= | 0 mn +] 1 +2 É | +3 4 


IC. 9! 


La condition pour qu’une trajectoire soit de seconde espèce s'écrit 
donc d’après (25) 


= — yp? A? sin? (7, — X) = 


Les trajectoires de troisième espèce s’obtiennent en substituant 
a = 38? dans l'expression de E. 


Nous avons déterminé pour les trajectoires de troisième espèce, la 


variation de Z, en fonction de u dans le cas — / ; log a= kr. Nous 


ae Pour eG 25 le pe dé mcisieme espèce se trouve sur le somm 
la double spirale. Il se déplace vers la branche extérieure ides 
. spirale pour p < L,. 
_ Les trajectoires de seconde espèce sont calculées à l’aide de (29). 
| _ Le lieu des points de seconde espèce est aussi formé de spirales. Celles-ci 
_ Sont comprises entre les deux branches des doubles spirales pré- 
pe odemment considérées et s’enroulant sur le cercle primitif avec elles. 

_ L'effet des trajectoires de seconde et de troisième espèce est de 
Pire chaque bande de pénombre en deux bandes. L’ombre de la 
. terre porte sur la bande la plus rapprochée du cône principale. 


L 
es 
+ 


5. CHANGEMENT DE PLAN DE PROJECTION. 


a Pour mieux illustrer la forme du cône dans l’espace, nous projetons 
sur le plan méridien l’intersection du cône avec la sphère de rayon 1. 

Supposons que l’observateur regarde vers le point ouest. Soit x’ 
l’axe suivant la direction sud-nord et y’ l’axe suivant la direction du 
zénith. Le point (x, y) du plan horizontal se transforme en (x’, y À 
sur le plan méridien d’après les relations 


(30) X'=— x 
PRE 

La sphère unitaire est représentée par une demi-circonférence. 
L'horizon se réduit à un diamètre. 

Le cône de Stormer est représenté par un demi-cercle concentrique 
à la projection de la sphère unitaire, mais dont le rayon est de l’ordre 
de À seulement. 

Les lignes d’égales phases restent des droites verticales. Les para- 
boles d’égales amplitudes se transforment en des ellipses. 

Le cône principal est donc une ellipse. Le cone de pénombre est 
encore formé de bandes s’enroulant sur le cône principal. 

Dans la figure 6, nous n'avons pas dessiné la sphère unitaire. Le 
cercle extérieur de chaque figure représente le cône de Stormer. L'unité 
choisie pour les deux axes est À. Les figures sont faites pour 


— ve 3 log a = kr et pour six énergies différentes. 


Le point de troisième espèce est marqué par T. 


LE * 


ww 
' 
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FIG. 6: 


En résumé, la variation en latitude et en énergie provoque simul- 
tanément la variation des cônes. Pour une même énergie, des latitudes 
différentes correspondent à des grandeurs différentes des cônes, 

mais les figures sont géométriquement semblables. Pour une même 
latitude, la variation de l'énergie fait changer même la forme des cônes. 


Contributions à la théorie des effets de latitude 
et d’asymétrie des rayons cosmiques 


VII. Trajectoires voisines de l’équateur 
PAR 


TCHANG YONG-LI 


INTRODUCTION, 


Cette contribution constitue une révision et une extension du 
travail de M. le professeur Bouckaert sur l'étude de trajectoire 
asymptotiques aux orbites périodiques des rayons cosmiques voisines 
de l’équateur et voisines de la limite de Stormer (y, = 1), publiée 
dans la Contribution II (1) (désignée désormais par II). 

Dans la Contribution I (?) (désignée ci-dessous par I), M. le profes- 
seur Lemaitre avait étudié les trajectoires infiniment voisines de 
Véquateur. Sa méthode de discussion fut poussée plus loin par Bouc- 
kaert. Celui-ci développe les orbites asymptotiques aux orbites pério- 
diques voisines de l’équateur en série de Fourier à coefficients variables. 
Ce développement est un développement en fonction de la constante 
arbitraire @,, ou plus commodément 


= WO + Po 
(o la variable principale, w une constante) les coefficients sont fonc- 
tions de o. 
Il écrit ; 
x= Log2+ X+ p?( V+ Zcos(2y-+ z)] +... 
= BA sin {y + a) + 8? [Bsin (y + 0) + Csin By + ¢)] +... 


où B est l’amplitude de l'orbite périodique, X, V, Z, 2, À se, 20 
C et c sont les fonctions de o dont Bouckaert a calculé des tables. 


(1) Ann. Soc. Sc., A. LIV, p. 174. 
(2) Ann. Soc. Sc., A. LIV, p. 162. 


ET. pe 


X a une expression algébrique connue. La fonction À est définie 
par une équation différentielle du second ordre. Les autres fonctions 
se calculent par des quadratures dépendant de la fonction A. 

La méthode employée par Bouckaert consiste à établir des 


développements en série de E = \/8 eV? , La valeur de o=0 était 
choisie pour correspondre au point où l'orbite, après s'être approchée 
du dipôle, commence à s’en éloigner. 

Ces séries convergent probablement pour toutes les valeurs négatives 
de o (c’est-à-dire jusqu’au rebondissement). Mais elles ne sont pra- 
tiquement utilisables que depuis 6 = — © jusqu’a o——4. À partir 
de ce point, Bouckaert a procédé par intégration numérique en em- 
ployant un intervalle de o = 0,25. Les valeurs numériques, ainsi 
obtenues, sont mises sous forme de tables. 

Ce travail présente cependant des inconvénients au point de vue des 
applications pratiques. 

1. L'intégration numérique devient pénible et incertaine à mesure 
qu’on s'approche de o = 0, de sorte qu’il n’est plus possible d'étendre 
les résultats dans le domaine des valeurs positives de o. 

2. L’intervalle d'intégration numérique est trop grand. Les tables 
de valeurs numériques ne permettent pas d’interpoler d’une façon 
simple, et cependant la région de o entre 0 et —4 est justement la 
région la plus intéressante pour les trajectoires. 

3. Les tables ne permettent pas d'effectuer l’opération de dériva- 
tion. | 

Dans le but de remédier à ces inconvénients, nous avons utilisé 
des développements en séries de fonctions, réductibles par un chan- 
gement de variable à des séries de Fourier. Ces développements 
devront notamment : | 

1. être valables d’un seul coup pour tout le domaine utile de o 
depuis — oo jusqu’à 0; 

2. permettre d'effectuer l'intégration de l'équation différentielle 
mentionnée pour déterminer A à autant de précision que l’on désire; 

3. permettre d'effectuer les quadratures nécessaires pour déter- 
miner les autres fonctions; : 

4. permettre d’effectuer l’opération de dérivation. 

Nous avons pu en méme temps obtenir une extension du travail 
de Bouckaert, et cela en deux sens différents. Tout d’abord, nous 
avons montre comment la connaissance de trajectoires dans le domaine 
correspondant aux valeurs positives de o pouvait être obtenue à 
l'aide des développements connus dans le domaine de o négatif. 
Ensuite, les développements de Bouckaert n'étaient valables que 
pour les trajectoires asymptotiques aux orbites périodiques. Grâce à 


Nous avons pu alors exprimer toutes Le cire intéressées par ra ù 

es de Fourier en 6, valables pour tout le domaine des valeurs 
re deo. A 
_ À laide de nos développements, nous avons dressé des are des 
différentes fonctions pour une série de valeurs équidistantes de o, 
l'intervalle utilisé étant environ 1/12 de celui des Tables de Bouckaert. 

Nous exposons ensuite deux méthodes, essentiellement différentes _ 
_ au point de vue théorique, qui nous permettent pratiquement d'étendre 
la validité de nos développements dans le domaine des valeurs posi- 
tives de o. 

Enfin, a titre d’application, nous avons déterminé les directions 
des trajectoires asymptotiques aux points x = 0 et au thalweg. 
_ Les résultats numériques sont mis sous forme de tables à la fin de 
| _ l'exposé. 


1. Lorsque y, est voisin de 1, nous posons comme dans les contri- 
_ butions précédentes (I et II) 


(1) 


=i{ta 


aN ae 


g 
4 en considérant a et À comme petits, les équations du mouvement sont 
a (11,.2,.3, 4) 
Le. 
7 dx 1 gg br PEN a \ een 
a (2) Jee 16° +e" + (764 Ne ) aK 
: mx ; 4 
(3) a = tte Dhar 4 Oar ¢ 2#) 3 +... 


D à RS le 


(4) (ey ees = ae) 9 eit pet de 1) La. 


La solution générale des équations peut s ’écrire sous une forme 
analogue à celle de Bouckaert pour une solution asymptotique à une 


orbite périodique. 


52: PREWIEEE, APPROXIMATION, a te spl a | ÿ ? x : 
| Une première approximation de solution périodique en x est ¢ ob b 
en posant a = À = 0 dans l'équation (4), on a x = = log 7 i sol 
asymptotique correspondante est (I, 14). 


(8) x=log2+X 
avec D 
SR RS 
x =—log (1 + 05) 
Mo is étant l’exposant caractéristique. « 


Le développement de cette fonction X en série de Fourier présente ‘ 
des difficultés à cause de la lenteur de la convergence de la fonction 
logarithmique. Nous montrerons plus loin le procédé de la déve- 
lopper (à la fin de la deuxième approximation de x). 

En négligeant les termes en \? dans l'équation (3), on a (I, 7) 


ah or 
(9) qi (te 


la oe périodique x = log 2 correspond à une solution périodique — 
en À (I 


\=Bsin(wa+@) avec w= _ 


où ®, est une phase arbitraire B est une constante. La condition (4) 
exige pour cette trajectoire périodique que a = 32. 


La substitution de x = log 2 + X dans l’équation (9) donne (I, 14) 
2 
(10) Ta (tte) 


r L = + #6 : “ye 
es 
i ots sens: tt ite Fr 
Aan) Bry 13 mak 24,4 


| Étrivons A= "A a8 AN ces deux Palin Heat 


aA 3 ; 7 : / 
AD) “Wheel GBs tact fp aba Par of tonopilyqe he 


Il nous faut d’abord développer nes i (L- (4 = e— 28) en série de Fourier 


en 0; à 
En tenant compte de (8), nous avons 


V2 eV? 2 ZONE, V5: he 


PA End ir 1496 dV 4 40/N2 
4 _ Effectuons le changement de variable (7), nous avons 
a UE rit Ba in = 
À avec 
i= ee 5 (26 + 31 cos 8 + 6 cos 26 + cos 30) + 7 i ae 4 cos 8+ cos 20) 
à et 
2 ( 14 costs a= A (259-+-184 cos 84-60 cos 20-+8 cos 30+-cos 48) 
| Soit ; 
| “= = Ag+ Ea cos k0 
UIX, | x 


: HER 
rer or E ph) ae 


“Wi 


en ea ns la méthode des résidus, nous avons 
= 3 (au + 3) | = À Gun 
ay = 5 (12u—5y) =F (1184 — a) 


Pour k > 3, la méthode des résidus n’est plus nécessaire. _Nous avons 
des relations de récurrence. En effet, D est une série de Fourier 
s’arrétant au terme cos 48, pour k > 3, on peut toujours écrire 


<4 


Deos (k— 4)8 awe b; cos 78 
| j=o 


les 6; sont des coefficients numériques appropriés. D’où 


cos RG cos (k—4)@ =e 5, C28 19 
ae © by er D 


En intégrant cette expression terme à terme dans les mêmes limites 
d'intégration 0 et x, après avoir multiplié chacun des termes par =, on 
T 


a une relation qui exprime a, en fonction de a,_, x. Oy et a. 

Les coefficients a, peuvent donc tous étre exprimés en fonction de 
wet v. À mesure que & augmente, les coefficients numériques de p et v 
qui sont de signes contraires, augmentent rapidement. La détermi- 
nation de a, exige Gene un nombre exagéré de Res des valeurs 


équation (12) devient 


Role x et y exprimés en séries de Fourier avec les coefficients x, et 
is 


. eas > Xp COS RO y= 5 Vs COS 8 = | FR 
k=0 =0 - 2 : 
E> We 
= O 2 
g à 
3 dy _ = 1 ay if! 
do V2 rote : do ; 


4 (13) devient alors 


| POON AS sy a té “ 
si 5 hye sin #0 = sin 5 Z(x BEM Yat) cos RO | © 
ceci donne, pour k 4 0 | ( 
| A 3 k(k + 1) Ne 
; va Va g— EEO + abt se 
ij Ya= aT (in) a Vat] 
a ae ee 3 +3 
as 2 > 
£ et pour k — 
4 | i a, 
à Vo = di 2%) PNEU ++ Nes 
, : 
é 


1 Tr. 


2 “} 


| : — cos ko 
le san: ‘he ra van] HR ve 
2 a ine RASE cnet 
È A | | fé: i y C'NCOREE 
cos 6 sin 8 "Fe 
Le LM Pa = k—1)0 2sin b— 2/04. = 
{+ cos 8 sin be 2 sin ( )e+ ( ) di 00e 


= sin 6 D 
FIG 1) sin @+ (1) 1 oe 0 


L 


iS & 
dA \ 
Comme y = a doit être nul pour 6—-—% ou Pee LS 
Cz on remarque que y, — Yi + Va — Ya Soe =i! D 
On a donc finalement | 


fiz Z y, cos k@ do = X z; cos 76 
20 « 
dans laquelle z; sont déterminés en fonction y, avec la relation 


(18) V2 CAN 2y, 2 bye Det EAA), tay 


Pour appliquer cette méthode d’approximations successives, nous 
- avons pris pour commencer 


A,(@) = 1,0680 — 0,011.4 cos 8 — 0,099.2 cos 26 — 0,018.3 cos 38 
+ 0,002.1 cos 48 + 0,000.5 cos 58 — 0,000.4 cos 68. 


A,(®) = — 0,850.1 — 0,958.2 cos- -8 — 0,0969 cos 29 + 0,015.0 cos 30 
+ 0,003.0 cos 46 — 0,000.4 cos 58 — 0,000.1 cos 68. 


. Ces séries sont obtenues par analyse harmonique de sept valeurs 
numériques interpolées dans les tables de Bouckaert. 


Ce procédé converge assez rapidement pour arriver aux résultats 
donnés dans la table I. 


gal yt 
LR 
EP ie 


_ terme séculaire, il faut que 1 — 2Q2— pa ag 8°). Au lieu de mettre dans 


5 sons plutôt arbitraire la relation entre a et B, ce uae donne la solution 
_ générale au voisinage de l'équateur. 


est de la forme ‘ #6, 12: AN 


. | gis 2 on "RE [Ta(®) + pe sin 2w + N(@) cos 2 | 


4 - avec uli ; : 

fe L (Oye | (A? + 3) es a (x 9 Et mie 

1 ‘ M(6) LL ree ‘A, ge 

4 N (6) = + (al en) aa 

7 qui sont tous exprimés par des séries de Fourier en 6. 

4 Posons x = log 2 + X + x, avec x, comme terme de correction, 

_ nous avons pour déterminer x, l'équation différentielle 

F Lie Ep: AUS A = z XL B2[L,+ Msin2y+ Neos2y] — 
; (15) Fa —5 (e + é AF) = EE 3 


L'équation sans Be, membre admet les deux solutions indépen- 
dantes (II, 20) 
max sh Qo 
~ do chQa (ch Qo + V2) 


e *Une Aotuticn toile à à l'orbite Périodique ae A Pre i 
par a = 38? (I). Pour que la solution asymptotique ne présente pas de 


i cette expression a = 382 comme inet fait Bouckaert, nous lais- mi” 


L'expression qu'il faut aj outer . au second membre ce einen (2) 


Pr = » | CAES EE esi =f 4 be 4 ee 
era it abot ye dr sp 3 
es peut être ené à la forme 


re TAPneRe a 
Seals ait: ay aie ee, a Bes + + sup dai dviaimiaben 
‘ tél i QE J nf $f ita os ao i RENT Ne RY 
nofttsi dx Sry ENT RER NNEITE 
en remarquant QUE Y = ——? nous avons agoniioy bs slate 
do 
: > ew vi FENTE Se 
Ne ercmeriin pot al ab i 
4 4 ch Qo (ch Qo + \/2) ‘ 
Le deuxiéme terme peut étre développé en série de Fourier e en e 
par une méthode appropriée. Il sera représenté par Va. ‘VE, 


De méme, par une méthode appropriée, nous er LA et LE 
en série de Fourier sous forme : 


V1 = — 0,121.398 + 0,046.384 cos 6 + 0,112.308 cos 28 
— 0,045.082 cos 36 + 0,008.738 cos 46 — 0,001.139 cos 58 
+ 0,000.291 cos 68 — 0,000.146 cos 78 + 0,000.056 cos 88 
— 0,000.016 cos 98 + 0,000.005 cos 108 — 0,000. 001 cos 116. 
4 & 
be 2 = 3.549 ob TG Se) 

— 1,523.547 — 3,264.058 cos 6 + 1,142.889 cos 26 
— 0,117.098 cos 38 — 0,006.570 cos 48 — 0,001.458 cos 50. 
+ 0,003.031 cos 68 — 0,001.209 cos 76 + 0, 000.292 cos 86. 
— 0,000.060 cos 98 + 0,000.022 cos 108: 


L'intégrale [II] se ramène au type connu 
fz y, cos Odo . 


On a enfin 


TRE 3 UG. 


4 
a 
- - 
Æ 
a 
ge 
/ 


s x re ne sin 2y + $(@) ¢ cos 2y] do = Re) sin 2y + 50) cos ae | 


AT: 


its ‘agit de déterminer les séries de Fourier R et 8. CE ASF SE 


ug ee | Écrivons Coss Ce la FSI 


di | 5 ( + cos 8) 


outre qu'un polynome en € zi degré n peut être Anne en une 
série de Fourier s’arrétant au terme cos 10. Inversement, quand les 


termes au delà de cos 78 d’une série de Fourier sont numériquement 


négligeables, la série peut être représentée TETE un pre de degré n 
en €, numériquement équivalent. 

En utilisant la transformation qui ramène une série in 6 en un 
polynome de €, 


f ER 0) +48 (0)] e (099 5 do 


peut être transformé sous forme 


; B a 

ra | 

f= Gut 1) €? e WO +po)i da = (Ue+ iVn) = E* 2 (wo + po)i 
+8 


En transformant ce résultat en série de Fourier, on a R(8) et S(6). 
Ceci étant, pour intégrer [IIT], on est ramené à déterminer les deux 


séries Z, et Z, définies par 
Vo (o (M + Ni) eV do— v, ( Vo (M + Ni) eV do = (Z, + Zot) PY do 
On a alors 
[IIT] = Z, (9) sin 2y + Z, (8) cos 2w. 


Nous écrivons finalement 
% = aU, + B? [Ug + Z, sin 2y + Z, cos 2 wy] 


eme Lee Ont weed 
| * table IT; Z, et Z, dans la nee vet fine ahi: sigs : 


__ Remarquons enfin que, puisque nous connaissons la dérivée 
_ fonction X sous forme de série de Fourier 1 v:, la règle > Vintégrati 


permet d’écrire sans difficulté X (6) = Ir v, (0) do. Le résultat : se trouve 


| dans la table II. vidi in 


l S . 
4. SECONDE APPROXIMATION DE À (1). 


En tenant compte du terme \° dans l'équation (3) et en altérant : 


légèrement les valeurs approximatives de Q et w, on aj QUE au et 
membre de l'équation Pexpeson (II, p. 23) 


_! | a(— ee HV, ) +82 (As +Vp) + Z, sin 2w + ss cos Oe 


—2X 
oe é ; ) A 
+ 7 | (aw? —3) A, + (8 wQ— 2/6) A;— (4 Q?— 2) a; sin y 


sk 4 | Gut 3) A9 — (8 w2— 2/6) Aj — (4 Q2— 2) As| cos y 


L'étude de l’orbite périodique montre que w doit avoir la valeur 
modifiée (IT) 


hut 3+ DT Bt 


(1) Certains désaccords des coefficients numériques dans les formules de 


cette section avec la contribution IT sont causés pe des erreurs d'impression 
de cette dernière. 


“obes 


ÿ1 Haba = 


| us A+ eta Va). a | a 


~via} 3 A) — Ab AH AG +e se 


; saa : [set A+ 2a, (3: 040 XB) wile gx 


4P,= — = L a (343 — A?) (8 + aes | (AZ, HAE 


RÉ ek) kg | eye 
POS 2 A (3AI— A) (Cie ah ale toe eS Pd 
2x 


3 um = 2A,(— = Le Vip) € 


a V10 
ag —2a,(— 42 + Vues. 


‘qi sont toutes représentées par des séries de Fourier. |; 
L/équation sans second membre est exactement la même que (10). 
Sa solution gancinle montre que 


Wy, = eM Ay Flr Agt ) 
W,= mee 2 + Ai) 


ar 


ee, eae oe ee | à 


sont deux solutions particulières indépendantes. 
Le wronskien de ces deux fonctions est 


Wi We 

Wi We 

La solution À, de l'équation avec second membre se réduit alors a 
des quadratures . 


“d= 08 [IV] + BV] + 8° [VI] 


ne = |. 


= Fay 


+ Sima 
[Vv] = - (But er sin y+ 1 (Bact ha) 
mM= - (Big + obs) sin % + (Bae + bag) c cos m 


[vy] est aussi ‘analogue à [III], on + amené à chercher les s 
de Fourier C, et C, définies par | 


(={ - AS); LA 


LA pal W, (P40, i) eV do = Cite i) evi 


SD 


| ae 72 (Ws (Ps+Qs i) evi 


a) 
on a alors ; À : 

[VI] = C, sin 3y + Cy cos 8y. 0 es 

À, s'écrit enfin | ne : 
M=a8 [Dig sin p+ Dog cos y]+* [Dig sin y+Dog cos y+ C sin 3y+C, cos : 

“avec . aT tae 

Dia = Big + Cha ~ Dag = Bog + Sboq 

Dig = Big + obig — Dog = Bog + bag . 


Nous remarquons que pour « = 382, nous devons retrouver les | 
développements de Bouckaert pour les trajectoires asymptotiques. 
Nous vérifions que _ 

301 + bg =0 Sbeq + beg = 0. 
3Big + Big = B, 3Boq + Bog = By 
Les séries Big, Bog, By, Bo, big, baa, C1 et Cy ont été déterminées et 


se trouvent dans les tables V, VI, VIT et VIII. 
La dérivée de chacune des fonctions est aussi tine série de Fourier. 


=3{5'— 


La relation de récurrence (14) permet d’effectuer cette opération. Nous 
avons 7” 


qd = 4 co É 
(7) do À, #68 s 8 — À Ye cos #9 
avec 1 
1 © 
Dr —— 2 8 
; V2 Ek 
z 
Vi 2p oe 
fi ae 


iat? Une (n — 1) 2p t+ 2p | n>2 


La dérivée de chaque fonction est calculée et se trouve dans la méme 
table que la fonction elle-méme. 

En remplaçant cos £0 en fonction de puissances de cos @ dans chaque 
série de Fourier, nous avons un polynome en cos 6. Il est quelquefois 
préférable d'employer ce polynome que la série elle-même. Ce poly- 
nome en cos 8 présente l’avantage sur le polynome en € que ses coef- 
ficients ne sont pas énormes. Les coefficients de transformation sont 
dans la table (XV). 


5. FORMATION DE TABLES NUMÉRIQUES 


Pour faciliter l'emploi de nos séries obtenues, nous calculons une 
suite de valeurs de chacune de nos fonctions et leurs dérivées pour 
des intervalles égaux de 6. | 

Les fonctions Big, Bea, Big, Bog, bia, 020 biget bog sont d’ importance 
secondaire, nous calculons plutôt B, et B, à leur place. De même, à la 
place de V, et Vg, nous calculons Y. 


; 1 /3 
Soient Q, = —— et w, = ve les valeurs approchées de Q et w et 


soient 

| Oo 0 Tyee 

Nous avons calculé les différentes fonctions depuis t = 0 jusqu'à 
t = — 750 à 10 d’intervalle. Cela correspond à un intervalle de 0” 
(18) Ao’ = 0,020.153 


Les calculs ont été effectués a l’aide des polynomes en € qui sont 
particulièrement adaptés pour l'emploi de l’intei polation par différence 


soit 
F=f,e 


une série de Fourier en 8 transformée en polynome dee. En remarquant 
que la différence d'ordre 7 de e* peut s’écrire és 


rao yi 
A = (, bu 3%} é 


nous avons 


ae SY 
(19) NF = 2, ne Pc 4 Ca 


On peut donc calculer les fonctions à un intervalle de 10° ou 15° et 
interpoler par cette formule de différence. 

Le fait de définir t avec w, et o’ au lieu de w et o entraîne une erreur 
d’ordre 2 pour chaque fonction calculée, dont la correction se fait 
aisément s’il est nécessaire. 

Les résultats numériques se trouvent dans les tables de IX à XIII. 
Nous avons ajouté une colonne de différence, en valeur absolue, 
pour chaque fonction, permettant ainsi d’interpoler plus aisément. 


6. CONTINUATION DÉS TRAJECTOIRES AU DELA DU POINT DE REBON- 
DISSEMENT. 


La détermination des fonctions X, A,, A,, V, etc., dans la région 
des valeurs négatives de o permet de connaître la partie de trajec- 
toire de du dipôle jusqu'aux environs du point de rebondis- 

3 
do 
trajectoire (ou le retour). 

Le probléme peut se poser de deux facons : 

a) On se propose de déterminer les différentes fonctions X, A,, As, 
etc., dans le domaine de o > 0 à l’aide de fonctions connues de X, 
A,, Ag, etc., dans le domaine de 6 < 0. 

b) Sans se préoccuper des fonctions A,, A,... pour o > 0, on se 
propose d’étudier directement le retour des trajectoires à l’aide de 
fonctions A,, Ay... pour o < 0. 

Nous étudierons séparément ces deux aspects du probléme. 


sement = 0. II s’agit de déterminer la continuation de cette 


7. DETERMINATION DE FONCTIONS A, ET A, DANS LE DOMAINE 
DE O POSITIF. (1) ; 


Il nous faut déterminer les fonctions X (+ 6), A; (+ 6), A, (+ 9), 
V (+ 0)... 


( ) Pour éviter la confusion, nous mettons en évidence le signe de 6. Nous 
soulignons que dans cette condition, les fonctions que nous avons déterminées 
précédemment doivent s’écrire A, (— 9), A, (— 6), X (— 9), etc. 


ll ane pl tr 


fe? Shi ah AM = phase 9; € > “telles que pour la ate impaire, 
on 2 | | 

ce. | À (+ 0) =—1 Gr Dx 

? pour la solution paire À Gr 6) =\ (—o) 


_ Les deux relations recherchées sont donc algébriques : 


A, (+ 9) sin (wo + 9;) + A, (+ 0) cos (wo + p,) = ay 
A, (— 9) sin (-_ wo + 9,) — A, (— 9) cos (— wo +) 


(20) 

sir foo i 6) sin (wos Janmehs (+ 6) cos (wo+ p,) = 
4 A, (— 6) sin (— wo + p,) + Az (— 0) cos oe °,) s 
a Posons : : 
À oh sin (9, + 9,) cos (p, + p,) Loe (9,— p;) 
= “sin (®, —'9,) 17 sin = (9 ) sin (p,— p D 
4 nous avons, en résolvant le système (20) : | 
4 2 \| À, (+ 6) =A, (—9) [p— 7 sin 2 wo] + À, (—0) [g + r cos 2 wo] 
| A, (+ 6) =A, (— 0) [g—7 cos 2 wo] — A, (— 6) [p + r sin 2 wo] 
od 
4 ~ Ces relations se prêtent d’ailleurs à la dérivation, nous avons 


; A; (+ 0) =— Ay (—o)[p—r sin Quwo]—As (— 6) [g+r cos ey 
4 | — Quy [A, (— 9) cos 2wo + A, (— 9) sin 2w0] 


4 (22) Ap (+ 6) Eat (—o) [g—+ cos 2w0]+ Az (— 0)[/+7 sin 2wo] 
+ Quy [A, (— 6) sin 2wo — A, (— 0) cos 2w0] 


à Numériquement, p, et p, ont été déterminés par Lemaitre (I). Nous 
avons obtenu des valeurs plus précises en (io nos développe- 
ments : 

; = 63030'10" P, = 4305856” 


Nous avons calculé à l’aide de ces formules les valeurs de A,(+ 6) 


— 318 — 


et A, (+ 0) et leurs dérivées depuis 1 = 0 jusqu'à T= + 50° à 1° 
d'intervalle (table XIV). * ar 

La substitution de A, (+ o) et A, (+ 6) en fonction de A, (— 0) 
et A, (— 0) dans les expressions L, M et N permet d'obtenir, par des 
quadratures de type connu, V (+ 0), Z, (+ 6) et Z2 (+ 6). On peut 
obtenir par le même procédé B, (+ 0), Bz (+ 0), Ci (+ o) et Co (+ 0). 

Nous n’avons pas poursuivi cette méthode jusqu'au bout. L'intérêt 
est minime d'effectuer ces opérations compliquées lorsque la deuxième 
méthode permet d’arriver au même but. : 


8: RACCORDEMENT DES TRAJECTOIRES. 


Après s'être rapprochée du dipôle pour des valeurs de & < 0, la 
particule s'éloigne du dipôle pour o > 0. Cette trajectoire de retour 
est la même que la trajectoire que décrirait une autre particule s’ap- 
prochant du dipôle, mais elle est décrite en sens opposé. Les deux tra- 
jectoires doivent être raccordées au point de rebondissement. Si nous 
désignons par une barré-les coordonnées de la nouvelle trajectoire, 
nous avons au point de raccordement 


(a) XX (b) À = à 
(c) =o (a) = =0 (e) Œ 0. 


A cause de l’équation de l'énergie qui doit être satisfaite automati- 
quement, nous n’avons à nous occuper que de quatre conditions. 

Les conditions (d) et (e) déterminent séparément l'instant o cor- 
respondant au point de rebondissement sur les deux trajectoires. 

Chaque trajectoire est caractérisée par les deux paramètres B et 9,. 
Les conditions (b) et (c) permettent de déterminer ces deux para- 
mètres de la trajectoire de retour lorsqu'on se donne les paramètres 
de la trajectoire à raccorder. 

Soient B, et p, les paramètres d’une trajectoire -asymptotique ; 
8, et p., les paramètres correspondant à la trajectoire de retour. 


En négligeant les termes en aet B® dans les conditions (4) et (e) 
on obtient dans les deux cas 


> 


X'(0) — 0 ou 5 —= 0 


les conditions (b) et (c) s’écrivent alors, en négligeant les termes supé- 
rieurs à l’ordre B à 


— A 


( B, [Ay sin P + A, cos P| Ph: [Ay sin @, + A, cos P;| 


4 | 
; (23) 8, [(A; = wA,) sin p, + (Aj + wA,) cos p ol 


=" 
chaque fonction, w est assimilé 4 sa valeur approximative w, = 


= — B,[(A; — wA,) sin Pi + (A, + wAy) cos p;| 


FE lesquels A,, Ay, Aj, À; représentent les valeurs pour oO = 0 de 


V3 


5" 
D'où nous avons f, et , exprimés en fonction de 8, et @,. 
(24 By sin 9, = B,[— 2,854.77 sin @, + 3,720.47 cos @,| 
‘ ) B, cos 9, = A a 1,921.70 sin p, + 2,854.77 cos (2 
En considérant les termes en a et 8? dans les expressions a et rh 


‘es conditions (d) et (e) ne seront vérifiées respectivement que pour 


6 = 0,eto = 6,,0,et o, sont de l’ordre de B?. Nous avons 


n DE : 


Xo, + BLY’ (Z!—2u2,) sin 29, + (25 + 2 w2,) cos 29,) = 0 
x afi Ye eta 
(Z, + 2w Z)< cos a =0 


dans lesquels X”’, Vo. Va, Y’ ... représentent les valeurs pour o = 0 


_ de chaque fonction. D'où 


Lo, = 82 [1,7563 — 4,6362 sin 20, + 4,3545 cos 2@,] 


(>) 01 = B2 = 67,0610 + 65,0026 sin 2p, — 17.5847 cos 29, | 


Une nouvelle approximation de détermination 8, et , en fonction 
de B, et p, sera obtenue en considérant le terme en f° et af dans les 
conditions (5) et (c). On tiendra aussi compte de o,, 6, et de la correc- - 


tion en w = w,(1 + 56 Bal. 


Soient 


bp, = OB? dB, — WB, Be 


les corrections qu’it faut ajouter à @, et By déterminés par (24). 


— 320. — 


Cava (26); {quan ght | 
3,1284 — 32,6151 sin 2,— 47, 2496 cos mt —5,1888 sin Ws ey 2, by co 
ad 1 — 0,0532 sin 2p, + 0,3000 cos 2@, | 


_986 9077-4287, 1697 sin 29,—57,6731 cos 2p,—23,25 2554 sin4 p,—4, 5751c 
> . 1 — 0,0532 sin 2p, + 0,3000 cos cos 2p, 


9, DETERMINATION SUR I AXE À ET AU THALWEG DES TRAJECTOIRES 
ASYMPTOTIQUES AUX ORBITES PÉRIODIQUES. 


> st nt 


De nombreux travaux surle cône de rayons cosmiques ont été effec- “| 
tués à l’aide des trajectoires asymptotiques aux orbites périodiques 
tracées par le Differential Analyser du professeur Bush (1). Les familles 
de trajectoires sont généralement tracées à partir des points sur l’axe À 
ou sur le thalweg (cos? À = e*). La difficulté de tracer une famille ", 
d’orbites asymptotiques à une orbite périodique consiste à trouver “| 
par tâtonnements au point de départ la direction : -d’une trajectoire | 
asymptotique. 

Le coefficient. angulaire. d’une ie est caractérisé par. 


ah a 
me ST - Nous nous proposons de déterminer 2 et au point 


de départ. La connaissance de ces coefficients angulaires permettrait 
d'utiliser la machine de Bush pour tracer les trajectoires asympto- 
tiques aux orbites périodiques sans aucun tatonnement, 


a) Au thalweg : 


Le thalweg est défini par e* = cos? À. Près de l'équateur, rious 
pouvons écrire 


x = — 


Le thalweg se confond avec l’axe x = 0 pour de faibles latitudes. 
Nous négligeons pour une première approximation les termes de 
l'ordre de 8? dans l'expression (5) ; nous avons 


log 2 + X — 
La table (X) donne comme solution 1, = 619,85 ou 6! = —1,2465, 


a pc: LEMAÎTRE et M. S. VALLARTA, — Phys. Rev., 49, 719 (1936); 50, 493 
#. J. SCHREMP. — Phys. Rev., 54, 158 (1938). 
R. ALBAGII HUTNER. — Phys, Rev., 55, 15 (1939) ; 55, 614 (1939). 


| ar Pa, By eh Ay Sont es valeurs pour 0° = 0! 


Nous: avons 


4 do = 482 [0,0026 — 0,5734 sin 2p — 0,7275 cos s2y) or ® 
te "La latitude d’un point sur le thalweg s'écrit alse Or 


Bee [Ay siny + Ascosy] ee Fe [B,siny+B gcosp+ Cisin 3y+ G cbs sv È f 


. ; He BL(Ai— Au) sin y+ (Ag+ aes coswy]d0 + BLA, cos LS sin vl oh ob 
pare : 


OÙ = Wo B2 


2 > fs d dk : ; 4 ’ oe 
La détermination de a et do © fait de la méme maniére. Le fait 


- de prendre o’ à la place de o implique une erreur sur la dérivée de 
j chaque fonction, qu’il faut corriger en introduisant des termes d’ordre 
__ supérieur. 
- Nous avons 


xx" bo + B2[ VE ie 2w, Zs) sin ai + (Z5-+-2w,Z) cos 2y]+ BEL — = 1 


= BL(A; —w,À3)siny+ (A; tu, RU NAS —2w, Aj,—w? A,) sin y + 


a (AS +2 w,A;—w? As) cos y] do 
7 a B°[(B;—w,B,)siny + (B+ w,B,)cos y + (C;—3w,C,)sindy+ 
3 (C+ 3w, Glegssul 


+5 | — Oat 194)—C9Ar+ vA) w,0, | siny 
; B3 j , : ’ 
ae Le 5Aÿ-+ 19A,) + (19A ju, Ap) ,0, | cos 4 


Nous pouvons gagner un ordre de précision de plus en nous servant 
de l'équation d'énergie. En effet, au thalweg, nous avons 


ANS (ary? 1 Fagen Beck, g its ya) 
te) ait ee ge 


LIX, I 21 


à pre es eut Busk{ 
L bal (ic À a poldts Stir 2 
alia en eee “sent 0560s AN 
A | tre 


a 6 [+ 0.9788 40,9576 sin 29 — 0,2408 cos ET & pec 3 


slips 3 ps 1 ,7060 + 0, 3898 sin 2y — 2,2148 cos pu v à Be 


— 0,8314 sin 4y + 0 AB cos Pica 


J ¥ An 


_ 6) Sur Vaxe de . | . 
Nous avons encore une peas approximation De Js es 0 
avec . = —1,2465 . 
_ Soit o’ =o) + bo la solution de l'équation x = 0 en tenant — 
compte du terme en 6? nous avons 3 
X’do + [V' + (Zi— 2wZ,) sin 2y + (Zz + 2wZ,) cos 2y] = 0 
dot 
do = 4B? (— 0,8360 + 0,1023 sin 2y — 0,2307 cos2 y). 
La détermination de = os et À est analogue au cas du thalweg. 
Nous avons (29) 
À = 8 [1.1556 sin y — 0.5847 cos | 
— B* [2.0890 sin y + 2.4722 cos y + 0.3706 sin 3w + 0.2454 cos 3y] 


- dy 
a [0.5724 sin w + 0.4598 cos y] 


+ B° [+ 0.6306 sin y— 0.1545 cos y — 0.3670 sin 3y — 0.3926 cos 3y] 


RENE PE RE 


} 7 La ; "7 
Te ; al 
“Lie, 1439 - my one 


ner 1 


iW), < 


| ae ans + A alee 2 


nous avons par identification 
MAX 
DEC 
Ceci donne une D TES de B en fonction de in 
. Nousavons — = res noué 


14 | B— ee of + ed ae 


Pour un y. donné, on détermine 8 d’après cette formule. En consi- 


¥ dai =. =1+3 62+ eff comme un polynome en 8 du qua- 
= 1 Fi a , 


triéme degré, nous avons la valeur de e. 


Nous terminons en remerciant vivement M. le professeur Lemaitre 
des directives qu’il nous a données et des bons conseils ae il nous a 


prodigués. 


cos 26 
cos 38 
cos 40 
cos 50 
cos 68 
cos 76 
cos 88 
cos 96 
cos 108 
cos 116 
cos 120 


—0,603.002 
408.960 


+,157.864 |. 


—31.048 


—0,866.130 
+,346.173 


—,109,032 . 


—53.777 

~ + 15.809 
—1.707 
—20 
—36 

+44 

—13 

—6 

+18 

—7 


Had sbE tg 


—0,121.398 | 
+46.384 
+,112.308 
= ORs 
+8.738 
—1.139 


eo YÉ aot: 


SS. 


+0,015.138 
—,214.519 
—,3805.094 
— 36.828 


: az; 
4 Ze do do 

+0,094.284 | =0,439.262 |  +.0,069.970 | =0,552,115 
cos 86 171018 PAS —194.863 —735.670 
cos 20 —40.857 127,876 —192.005 — 186.266 
cos 30 28299 Fly likes SLT Bn pac 
cos 40 = J 009 3.732 —4,424 + 14.510 
cos 50 _ +.654 2079 29172 21,559 
cos 68 +.129 —72 +.313 —,543 
cos 78 == /') 6 —,140 =) 
cos 88 —{! +4 —23 —3 
cos 98 2 = 


dZ, 


cos 
cos 
cos 
cos 
cos 
cos 
cos 
cos 
cos 
cos 


—0,259.02 
—215.43 


—2.67.. 


+25.67 
+ 8.94 


Cc 


2 


+ 0,289.61 
+0,419.14 
+ 160.71 


dC, 


—0,074.39 
+3.55 
+ 159.66 


a ee A A 


LS : 


dE big sa — IE 


TABLE VIII** 


—0,047.23 +0,148.08 —0,029.48 
cosnney, —110.88 + 271.34 +19.44 
~ cos 28 2.38 + 136.60 4101.21 
cos 30 +23,01 + 8.88 5571 
cos 46 +2250) 5.10 sila 
. cos 58 : —1,03 —40 —3.54 
cos 68 —6 2) +.35 
cos 78 +6 | +.30 
dBig dB 
4% Big = B, — 3Byq Gee ag 
dB> dB 
Bog Bj = 3B24 To" 40 


+ 0,388.99 


+,586.11 
+,201.06 
—10.96 
DS 
+45 
+88 
—5 
4Bi 
do 
dBog, 
do 


1,051.37 


1,060.68) 
+ 1,069.48 


1,077.78 
1,085.61 
1,092.97 
1,099.90 
1,112.50 
1,118.20 
1,123.52 
1,128.47 
$1,133.09 
1,137.37 
1,141.33 
1,144.99 
1,148.36 


1,663.11 
1,632.66 


1,602.65 
1,573.06 
8.80 |__—_—_| 29.1 
—1,543.92 
8.30 28.6 
1,515.23 
7.83 8.24 
1,486.99 
7.36 27.7 
1,459.20; * 
6.93 27,3 
1,431.86) __ 
6.504—_—____—__| 26.90 
—1,404.96 
6,10 6.46 
1,378.50 
5.70 26,02 
1,342.48)?» 
5.32 25.58 
1,326.90 
$5) 5.14 
1,301.76 
4.62 —| 24.7 
—1,277.05 
4.28 4.26 
1,252.79 
3.96 3.84 
1,228.95 
3.66 3.40 
1,205.55 
3.37 22.99 
1,182.56 
3.09 22.56 


448.97 
—0,424.08 
399.98 
376.80 
354.47 
332.98 
292.49 
273.36 
255.04 
237.47 
—0'220.61 
204.45 
188,97 
174.15 
159.98 


1,478.64) 


—1 ,434.53 
1,412.40 
1,390.26 


1,368.12| 


1,346.00 
—1,323.92 
1,301.90 
1,279.96 
1,258.12 
1.236.39 
—1,214.80 
1,193.36 
1,172.10 
1,151.01 
1,130.12 


_ 1,456.62| 


Dif- 
Le: Ay férence 
26 |+1,151.45 
2.82 
27 1,154.27 
2.56 
28 1,156.83 
es 2.32 
: 29 | 1,159.15 
ta 2:10 
pe 30 1,161,25 
Sr |! re 
31 |+1,163:12 
1.66 
32 1,164.78 
4 1.45 
. 33 1,166.23 
; 1.27 
34 1,167.50 
1.08 
z 35 1,168.58 
NII See 92 
36 |+ 1,169.50 
vb) 
37 1,170.25 
759 
: 38 | 1,170.84 
J .45 
39 E7129 
| .29 
40 1,171.58 
ee #7 
41 |+1,171.75 i 
42 1,171.80 
43 Link 74 
.18 
44 | 1,171.56 | 
29 
45 1,171:27 | 
— 2S .38 
46 1,170.89 
.48 
47 1,170.41 
.56 
48 1,169.85 
.65 
49 1,169.20 
74 
50 1,168.46 
«29 


— 4990 — 


A 


1,160.00 
1,137.84 
1,116.10 
1,094.75 
1,073.81 

—1,053.27 
1,033.13 
1,013.37 
0,993.98 


,974.97 


—0,956.32| : 


,938.04 
,920.12 
,902.54 
,885.32 
—0,868.44 
,851.90 
,835.69 
,819.81 
,804.24 


—0,788.99 
,774.04| 

' ,759.40 
,745.05 
,730.99 
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—0, 146.43 
,133.49 


121.13 
,109.34 
98.10 
—0,087.37 
77.16 
67.45 
58.22 
49,45 
—0,041,12 


33.21 


18.57 
RATES 
—0,005.48 
+0,000.52 
0,006.20 
11.57 


+.0,021.42 
Roi 
30.12 
34.05 
37.72 


25.70} 


| 


—1,109.49 
1,089.07 
1,068.85 
1,048.86 
1,029.09 

—1,009.58 

,990.32 
,971.32 
,952.58 
,984.11 
—0,915.91 
,897.98 
880.33 
,862.96 
845.86 
—0,829.05 
812.52 
,796.27 
,780.30 
,764.61 

—0,749.20 

"734,07 
,719.23 
,704.67 


,690.39 


férence 


20.42 
20.22 
19.99 
19.77 
19.51 
19.26 
19.00 
18.74 
18.47 
18.20 
17.93 
17.65 
17.37 
17.10 
16.81 
16.53 
16.25 
15,97 
15.69 
15.41: 
15.13 
14.84 
14.56 
14.28 
14.02 


(à suivre) 


60. 
61 


62 
63 


1,161.63 
1,160.45 
1,159.23 
1,157.98 


+1,156.69| 


1,155.37 
1,154.02 
1,152.64 
1,151.25 


+1,149.83 
1,148.39 
1,146.94 
1,145.47 
1,143.99 
+ 1,142.50 
1,141.00 
1,139.49 
1,137.97 


1,136.45 


—0,541.31 
531.40 
521.70 


512.19! 


502.87 
—0,493.75 
484.80 
476.04 


467.46) 


459.04 


sit -0,055. J .23 a” 9.94 
EPST 
on Paz 
.5159;:54| - 


.87 


—0,496.69 
486.60 


457.56 


48 
à —0,448.29 


439.22 
430.35 
421.67 
413.18 


TABLE X 
x |Diffé- y Diffé-| dX | Diffé-| dV  |Difje- 
vence vence do vence do vence 
—0,881.37 —0,668.7 0 —0,514.4 
6 10.0 5.91 38.8 
,881.31 ,658.7 —0,005.91 475.6 
18 9.2 5.90 37.9 
,881.13 ,649.5 11.81 ASmT | 
| .30 8.4 5.89 36.8 
,880.83 641.1 17.70 ,400.9 
Al 7.7 5.88 36.2 
,880.42 ,633.4  +228,58 ,364.7 
| ey) eee 7.0 5.86 | 35.0 
,879.88 ,626.4 29.44 ,329.7 | 
————| 65 | 63|— | 5.84 /+}~____| 33.9 
—0,879.23 —0,620.1 —0,035.28 —0,295.8 
77 5.7 5.82 32.9 
,878.46 ,6144 41.10 ,262.9 
.88 4.9 5.80 31.9 
,877.58 ,609.5 46.90 ,23.10 
1.01 4.4 5.76 30.9 
,876.57 ,605.1 52.66 ,200.1 
1.12 3.8 5.73 29.9 
10 ,875.45 ,601.3 58.39 170.2 
ere IS | 3.1 |————_|_ 5.70 | — 28.7 
11 |—0,874.22 —0,598.2 —0,064.09 +), 140.5 
1.35 2.6 5.66 277 
12 872,87 ,595.6 69.75 ,113.8 
1.46 2.0 5.61 26.8 
13 ,871.41) ,593.6 75.36 87.0 
1.58 ps 5.56 25.8 
14 ,869.83 ,592.1 80.92 ore tr ' 
1.69 1.0 5.51 24.8 
15 ,868.14 ,591.1 86.43 36.4 
Ye, eS 5 — 5 |__| 545|— | 23.9 
16 |—0,866.35 —0,590.6 —0,091.88 —0,012.5 
1.91 | 0 5.39 23.0 
1 ,864.44 | ,590.6 | | 97.27 +0,010.5 
2.01 | 4 | 5:33 22.1 
18 862.43 ,591.0 |. -,102.60 32.6 
2.13 9 5.26 one 
19 ,860.30 ,591.9 ,107.86 53.8 
2.24 1.3 5.20 20.3 
20 ,858.06! ,593.2 ,113.06) 74.1 
pee | gg ed ORT te | I ee Le 
21 |—0,855.73 —0,594.9 —0,118.20 +0,0935. 
|. 2.48 21 F 5.06 ors 18.6 
597.0 | ,123.26 1121. 6 
22 ,853.30! TAN TE age 17.8 
23 ,850.76 ,599.4 | ,128,24 129,9" > 
2.63 2.8 4.90 17.0 
24 848.13! ,602.2 ,133.14) ,146.9 à 
Mar oe A lies oe 
605.3 | 13728 ,163. r 
gill V1 2.83 ne 351 4.74 |- TS 4 


(à suivre) 


,820,24 
,816.70 


—0,809.39 
805.61 
801.77 
,797.85 
793.86 

—0,789.80 
785.68 
781.49 
777.24 
772.93 

—0,768.56 
,764.14 
759.66 
755.12 
750.53 


,813.68| _ 


169,40), 


be F5 HIER 
: b, 173,54 
54 | ; 
5177.58 
(5.6 
” ,181.51 
‘ —0,185.34 
,189.,07 
6.1 ; 
,192.70 
6.3 r 
, 196.23 
6.5 
, 199.66 
G30) — 
—0,203.00 
6.61) . 
, 206.24 
6.7 
: ,209.38 
6.8 
,212.42 
6.9 
,215.36 
oe 
—0,218.20 
7.0 
,220.94 
Fal 
,223.58 
Fi 
826.14 
72 
,228.54 
72 


—-0,292.2 


,300.0 | 


307.2 
313.9 
320.0 


+0,325.5 


330.5 
,335.0 
339.0 
342.6 
+0,345.8 
348.7 
531.2 
353.3 


355.0 


__ — —— 


274.8) : 
,288.8 | 


(à suivre) 


TABLE X (suite) 


es mms 
ais x Diffé- y Diffé- dX | Diffé- aY | Die. 
rence rence. do vence 6 vence 
51 |—0,748.90 —0,758.2 —0,230.88 +0,336.3 
4.67 7.2 2.24 1.0 
52 741.23 ,765.4 ,233.12 ,357.3 
4.72 7.2 2.14 7 
53 ,736.51 ,772.6 ,235.2€ ,358.0 
4.77 7.2 2.04 3 
54 ,731.74 ,779.8 ,237.30 ,358.3 
4 4.80 7.2 1.94 0 
4 55 ,726.94 ig A | , 239.24 358.3 
5 ao ER ls qd l'age 3 
1 56 |—0,722.10 —|+0,794.2 —0,241.08 +0,358.0 
| 4.87 7.2 1.74 6 
a 57 ,717.23 801.4 242.82 357.4 
4.91 7.2 1.65 9 
58 ,712.32 808.6 ,244 47 ,356.5 
4.94 72 1.56 1.2 
59 ,707.38 ,815.8 ,246.03 ,355.3 
~ 4.98 71 1.47 1.4 
60 ,702.40 .822.9 ,247.50 ,353.9 
BESSON PEN Pres TS see es 
61 |—0.697.40 —0,830.0 —0,248.88 +0,352.4 
5.03 7.1 1.29 Leys 
62 ,692.37 es? 1 ,250.17 ,350.7 
5.05 71 1.20 1.9 
“4 63 687.32 844.2 251.37 348.8 
5.08 | 7.0 1.11 où 
64 682,24 851.2 252.48 ,346.7 
5.10 7.0 1,02 2.3 
65 ,677.14 ,858.2 ,253.50 ,344.4 
= 15 pag eon GS ls IS 4 tee PRES 
66 |—0,672.02 —0,865.1 —(,254.44 —0,341.9 
5.13 6.8 .86 2.7 
67 |  ,666.89 871.9 255.30 339.2 
5.15 6.8 78 2.9 
68 661.74 ,878.7 256.08 336.3 
5.17 6.8 | 70 3.0 
69 656.57) 885.5 256.78 333.3 
5.18 6.7 62 a 1 
70 ,651.39 ,892.2 ,257.40 ,330.2 
Kae 2 | FIMO es | PB es AE RME PA 
71 |\—0,646.20) |—0,898.8 —0,257.94 + 0,327.0 
| 5.21 | 6.6 46 33 
79 640.99) 905.4 258.40 323.7 
5.21 6.5 39 3.4 
73 635.78. 911.9 | ,258.79 ,320.3 
| 5.22 6.4 | ey 3.4 
74 630.56 918.3 259.11 316.9 
5.22 6.3 25 45 
-75 ,625.34 ,924.5 ,259.36 ,313.4 


+0,182.3 


175.0 
1774 
179.4 
,181.0 


,183.2 
,183.8 
,184.1 
,184.2 
+0, 184.0 
183.5 
,182.9 
,182.0 
181.0 


Lt 
bb © fo & En D Bs ee 


mt 


—0,616.8 


600.4 
,584.5 
269.1 
,954.2 


mm 


l' 92.8 LIRE 


|. eh Sead | 
31.8 a 12 
mee _1,222.0 
28.1 a 
1,159.5 | 
26.4 | _ =i) 
; 1,1286 
24.7 | —— 
—1,098.2 
23.2 068.3 | 
21.7 ke 2 
. | 1,038.8 
20.3 
1,009.8 
19.0 ; se 
0,981.4 
17.7 | 
—0,953.6 
16.4 | 
,926.4 
15.2 
,899.8 
14.1 
,873.8 
IS: 
,848.3 
12.0 |-—- 
—0,823,4 
Rist 
,799,1 
10.2 
,775.4 
9.4 
1523 
8.6 
7297 
7.8 | — 
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7 


no 
ae 
Sf 
€ 
7, 
72 
AT 
de 
Ir 
ear 
ey. 
cz 
ia 
a 
es 
x 
Le 
th 
= 
D, 


176.9 | 


Laye. 


Sizes 


1 26958. 
, 167.8 
165.8 
,163.7 


32 | 


736 |+0,161.5 
37 | 159.2 
: ,157.0 

,154.6 
40 | ,152.3 
42 | ,1476 
43 | 145.2 
44 | ,142.8 
45 | ,1404 
26 0,138.0" 
47 | ,135.6 
48 | ,133.2 
49 | ,1308 | 
50 | ,128.5 


+0,117.8 
118.0 
118.5 
118.8 
118.9 

+0,118.8- 
118.5 
118.0 
117.3 


,116.4 


(O “CO SF AGA MO RS Le pie EO Ba T RTS 


—0,519.2 ri 
16.0 
,503.2 | © 
ie 615.5 
,487.7 
14.9 
472.8 
14.4 
458.4 
——| 14.0 
—0,444.4 
13.6 
,430.8 
13.2 
,417.6 
12.8 
,404.8 
12.4 
392.4 
12.0 
—0,380.4 
11.6 
,368.8 
11.2 
| ,357.6 
10,7 
,346.9 
10.4 
,336.5 
10.2 
(à suivre) 


55| ,n70 
57 | ,1126 
58) ,1104 
108.2 
60 | 106.1 
61 |-+0,104.0 
62 | ,102.0 


70 | ,086.7 
71 |--0,084.9 
72 | ,083.2 
73 | ,081.5 
714 | ,0708 
75 | ,078.1 


iia 


. _ PAPA 
0 |-_2,585.0 LL 79D @ |. —2,899.4 +de. pe 
| 58.5 122.9 8.8 2774 
1 | 2,526.5 | 1,654.3 2.908.2 5,961.5 
| 58.6: 117.5 2.4 268.5 
2 | 2,467.9 1,536.8 2,910.6 5,693.0 | : 
58.7 . |1124 8.5 259,8 
3 | 2,409.2 | 1,424.7 2,907.1 5,433.2 
58.5 106.9 ae). 251.8 
4 | 2,350.7 |. | RIZ 2,898.3 5,181.4 
| 58.2 102.0 | - 13.7 .249.1 
5 | 2,292.5 | 1,215.8 | 2,884.6 se 4,939.3 at. 
ee ee | eel 20 |-— a 
6 |—2.234.5 +1,118.6 __-2,866.6 RE +4,705.8 Se. 
7 | 2,177.0 LE 1,026.1 ie 2,844.5 | | 44807 |. oP 
57:1 88.2 25.7 216.8 
8 | 2,219.9 | 0,937.9 | 2,818.8 a 4,263.9 M. 
56.6 | 83.8 : ; 
9 | 2,063.3 | (854.1 | 2,789.8 mee 4,055.2 oh 
56.0 | 796 | ’ 8 
10 | 2,007.3 rt ,774.5 2,757.8 ae 3,854.4 | fs 
ae) ee ee | | ae — 52 
iv 19523 + 0,698.8 | —2,799.2 | +962 |! x 
BAS : | 54.5 Me \- 719 Ne 37.2 cae 185.6 
12 | 1,897.8 ,626.9 | ,686. 475. 
à : 53.8 68.3 | 89.5 178.2 
13 | 1,844.0 ,558.6 | 2,646.5 | sas 3,297.4 de. 
| 52.9 | 64.7 
“14 | : H79h.1 493.9 | | 2,605.1 | 3,126.3 
Et 52,0 | 64:3 43,0 | 164.3 
15 | 1,739.1 | : 432.6 | 2,562.1 | she 2,962.0 7 
ere a ere A 549.) 2 ae 2 heel eg. DE à 
16 |—1,687.9 |10,374.5 | A \—2,517.9 € | 2 804.2 ie 
|. 50.4 M SS: O0 | 45.6 | ; 
17 | 1,637.5 | 319.5 | 2,472.3 2,653.1 
; | ; = | | = | 4 5 144.8 
teh. el) to | A0) Jase | ey 2,508.3 |: 
seep |) ARA. | 49,2 | | 47:5) à Bee 138.7 
5 be O4 | | 2 378: | | 2,369.6 
: i | 1,539.6 | te alee as. 132.8 
20 1 492.1 | PES) | 2,330.1 | Las | 2,236.8 aoe 
rends. ae | | 43.8) ste) 49.9) eel en: 
; 9B |\—1,445.6 | a Di, |+-0,128.0 | aie —2,280.8 ae |+2,108.7 De 
Bee} alias | 2 oats! tye rose 
22 | 1,400.2 jee 086.7 be.) 2 deb ae, 
44.9 . \ il al ree 
= | | 47.8 | 1. 2 MISIRS M1 87180 
22°) 1,355:7: | Hat 047.8 17 1 fae ay ES 
dE 2 AD 1B 9288 | |. 1,760.¢ 
24 | 1,3123. | re | cp + Cube | y 3 |. 50.2 | | ee 
3 ie | 2 081.6 |) 1,654.7 7 
25 | 1,269.8 | Lee —0,023.2 LAS }- 50.2 | : | 101.2 
Tee 5) | (à suivre) 
22 


LIX, 1 


ai | 


| fifo 
EOFS | JE 
Herr] 


.1,00.08 
0,966.3 


982.7 | 


,900.1 


—0,868.5 


,837.7 


807.8 |. 


778.9 
5750.7 


—0,7234, 


,697.0 
,671.4 


,646.6 
622.6 


—0,599.4 


,976.8 
000.1 
,934.0 


,513.6 


380.3 
—0,386.7. 
392.4 
397.4 
401.9 
405.6 


1,459.7 
1,416.1 
1,373.3 


SIMS 


_1,290.5 
1,250.4 
1,211.0 
1,172.6 


|-—1,135.1 


1,098.5 
1,062.8 
1,028.0 


0,994.1 


(à suivre) 


TABLE XII (suite) 


_w| B Diffé- B, Diffé-| dB, |Dijfé-| 4B, | Diffé- 
vence vence do vence ao vence 
51 |—0,493.9 —0,408.9 —0,961.0 +0,148.5 
: 2.7 32.2 25.4 
52 474.9 AT1.6 ,928.8 Resa) 4 
18.4 2:2 31.3 23.9 
53 ,456.5 ,413.8 ,897.5 ,099.2 
17.8 1.8 30.4 22.4 
54 ,438.7 415.6 ,867.1 ,076.8 
17:2 1.3 29.5 S14 
55 421.5 416.9 ,837.6 ,055.7 
CRT 166 Li) NO | 99 ns NO 
56 |—0,404.9 —0,417.9 —0,808.9 +0,035.9 
16.0 5 27.9 18.5 
57 ,388.9 ,418.4 ,781.0 ,017.4 
15.5 2 27.1 173 
58 ,373.4 418.6 ,753.9 + ,000.1 
14.9 2 26.3 16.2 
59 358.5 418.4 ,727.6 = 0IG 
14.4 5 25.6 15.1 
60 ,344.1 ,417.9 ,702.0 ,031.2 
+1 | ee Be |" 249 |---|) 144 
61 |—0,330.2 —() S077 —0,677.1 —0,045.3 
13.4 1.0 23.9 192 
62 316.8 | 416.1 ,653.2 ,058.5 
12.9 1.3 23.2 12.4 
63 ,303.9 414.8 630.0 ,070.9 
12.5 1.5 22.6 11.6 
64 ,291.4 | ,413.3 ,607.4 ,082.5 
| 12.0 1.8 21.8 10.8 
65 ,279.4 | 411.5 ,585.6 ,093.3 
46 Le = | 220 |)" 21.2 7 100 
66 |—0,267.8 | —0,409.5 —0,564.4 —0,103.3 
D 12 2:2 20.4 9.4 
67 ,256.6 | | ,407.3 ,544.0 112.7 | 
| 10.7 2.4 19.8 8.7 
68 ,245.9 404.9 ,524.2 AQUA 
10.4 | 25 19.1 28) 
69 235.5 (402.4 ,505.1 ,129.3 | 
10.0 I 27 18.6 7.2. 
70 ,225.5 ,399.7 | ,486.5 ,186.5 
|}. ogg |_| - 28 —— | 17.9 | ———,_ 65 
71 |\—0,215.9 | —0,396.9 | —0,468.6 —0,143.0 
9.3 2.9 17.4 5.9 
72 ,206.6 ,394.0 | 451.2 | , 148.9 
| $9 311 | 16.7 | 5.4 
73 19727 | 390.9 434.5 154.3: 
oe $1) gs | °°) 1502 | ae 
74 ,189.1 ie 387.8 ae Te 1: 
75 ,180.8 ,384.6 ,402.7 ,163.6 


4 (A518 | 


sep lt SET 
. 6 |—0,4514 
7-| 14501 | fe 671.2 
8 448.3 ; 643.4 
. ‘25 > 
9 445.8 ,616.7 
29 . 
10 | ,442.9 eS ,591.0 
. 11 |—0,439.5 " +0,566.5 
12 435.8 #3 ,543.1 
Fae) 481.7 520.6. 
4.4 
_ 14 4927:3 À, ,499.1 
“x 4.6 
HS ,422.7 | 478.6 
| NY ne 
. 16 |—0,417:8 F +0,458.9 
| Al 
17 ,412.7 440.0 
5.3 
18 ,407.4 422.0 
5.5 17.3 6.4 38.1 
19 401.9 | 404.7 ,271.0 837.3 | | 
56 | : 16.5 ‘5.2 + 36.9 
20 ,396.3 | ,388.2 ,276.2 ,800.4 
—— =| $6 | | 15.8 |}-—_—_—__| "4.0 |__| 35.2 
21 |—0,390.7 +0,372.4 —0,280.2 +0,765.2 | =: 
5.7 15.1 3.0 33.8 
22 | ” 385.0 ,357.3 ,283.2 ,731.4 : 
5.7 ; 14.4 2.1 32.4 
23 379.3 342.9 285.3 ,699.0 é 
5.8 13.7 1.3 31.0 
24) gg 5 ,329.2 , 286.6 ,668.0 
5.7 13.2 6 29.7. 
25 »367.8 ,316.0 ,287.2 | 638.3 1) € 
— | BB ee DR Re aE 


(à suivre) 


26 |—0,362.0 | 
27 | :,356.2 
28 | ;350.5 
29 | ,3448 
30 | ,339.1 
“31 |—0,333.5 
32 327.9 
33 | 322.4 
34 | 317.0 
35 | 4308.6 
Sewer 
37 | 4300.2 
38 | ,296.1 | 
39 | 291.0 
40 | ,286.0 
41 |_0,281.2 
42 | ,2764 
43 | 2718 
44 | © 967.2 | 
45 | 9627 | 
“46 | 0,258.3 | 
47 | ,254.0 | 
48 |  ,249.8 
49 | 245.7 | 
50 | 2417 


| 
| 


| 


| 


4.4 | 


4.3 


= sr = 


TABLE XIII (suite) 


+.0,303.4 
5291.4 
279.9 
,268.9 
258.6 
+0,248.6 
,239.0 
,230.0 
221.1 
,212.8 
+.0,204.8 
197.2 
189.9 
182.9 
176.1 
+0,169.7 
| 11636 | 
157.8 
| (152.2 
| 21468 | 


| 0,141.7 
| 41368 | 


__,0277.7 
974.7 
271.3 
267.6 
263.7 


"| 0,259.6 


255.4 
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